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Partea |

BAZELE TEORETICE ALE CIRCUITELOR LOGICE

1. Algebre booleene

Definirea riguroasa a problemelor tehnice privind circuitele
logice si comenzile secventiale se poate face folosind principiile
logicii matematice, fn particular principiile calculului propozi-
tiilor.

Spre mijlocul secolului al XIX-lea, matematicianul si logi-
cianul englez George Boole (1815—1864) a propus o interpretare
a logicii propozitiilor bivalente, fundamentind algebra propo-
zitiilor cu doua valori care adesea este denumitd algebra logicii
sau algebrd booleand. Aparitia elementelor, circuitelor si siste-
melor care in functionare pot avea doud stdri distincte a condus
la aplicarea in tehnicd a perceptelor logicii bivalente. Printre
lucrarile de pionierat in acest domeniu se inscriu cele apartinind
lui C. E. Shannon, V. I. Sestakov, M. Hanzawa, $i nu in cele din
urmd ale savantului roman Gr. C. Moisil, care a avut o contri-
butie de prim rang si in aplicarea in tehnicd a cercetdrilor sale
in tara noastra.

Algebrele booleene si in special algebra booleand cu doud
valori constituie fundamentul teoretic al circuitelor logice si
comenzilor secventiale.

1.1. Axiomele si proprietatile algebrelor booleene

Considerind cunoscute notiunile elementare de teoria mul-
timilor, in continuare se vor defini axiomele si proprietatile
algebrelor booleene pornind de la structura algebricd, mai
generalda, de latice.

Fie M o multime nevidd, impreund cu doud operatii binare
pe M, denumite reuniune §i intersectie $i notate cu U si N.



Prin definitie, tripletul
L=(M, U, N)
este o latice §i se bucurd de urmatoarele proprietati:

(1.1) m,Umy=m.Um,, m\my=mN\m,, Ym, m,<M (comuta-
tivitatea) ,

(1.2) m,U(maUmg) = (., Ums) Umg, 0,0 (. 905) = (m0,\ma) g,
Vmm,, m,, ms;<M (asociativitatea),

(1.3) m,U(m.Nm,)=m,, m,N\(mUm,)=m,, Ym,, m,€M (ab-
sorbtia).

Proprietatile (1.1)...(1.3) constituie axiome pentru latici.
Se poate observa cd in acest sistem de axiome se pot schimba
intre ele simbolurile U si M. Evident, acest lucru se poate face
in orice afirmatie care decurge din sistemul de axiome, proprie-
tate cunoscutd sub denumirea de principiul dualitdtic pentru
latic.

Avind in vedere proprietitile (1.1) si (1.2), operatiile reuniune
si intersectie se pot extinde la orice numar arbitrar, dar finit,
de termeni indiferent de ordinea termenilor sau factorilor :

U1 my=m UmsU...Umy, (O ;=m0\ 1y
i= a=—1

Plecind de la axiomele definite mai sus se poate demonstra
si urmatoarea proprietate :

(1.4) m\Um=m, mO\m=m, Ym<M (idempotenta)
In"adeviar, daci se foloseste proprietatea de absorbtie se obtine :
mN (m\Um)=m, de unde m\U[mN(mUm)]=mUm,

dar, in acelasi timp mU[mN(mUm)]=m. Rezulta mUm=m.
Similar se demonstreazda si mNm=m.

O latice se poate defini /5/ §i ca o multime partial ordonata
L=(M, <), care are o cea mai mica margine superioara (c.m.m.m.s)
— § 5i 0 cea mai mare margine inferioard (c.m.M.m.i.) — p pentru
fiecare pereche de elemente. Legatura intre cele doua definitii
se poate face notind : s=m,Um,, p=m,Nm,.

Prin definitie, o latice finitd (mdrginitd) are un element
care este c.m.M.m.i., numit ultim element al laticei, notat prin
0, astfel incit :
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(1.5) mUJ0=m, mN0=0, Ym <M

si un element care este c.m.m.m.s, numit prim element al laticei,
notat prin 1, astfel incit : -

(1.6) mUl=1, mNl=m, YmeM.

Fie L=(M, U, N, 0, 1) o latice finitd si m =M. Un element
complementar sau pe scurt un complement al elementului m este
elementul m (non m), astfel Incit :

(1.7) mUn_izl (principiul tertului exclus),
mMm=0 (principiul contradictiei).

Trebuie mentionat cd nu orice element dintr-o latice finita
are un complement. Astfel, in laticea finita L=({0,m, 1},
U, N, 0,1), elementul 7 nu are complement. De asemenea,
complementul unui element al unei latice, daca acesta exista,
nu este in mod necesar unic. In schimb elementele 0 si 1 au
fiecare un complement unic, respectiv 1 si 0:0=1, 1=0.

Daca intr-o latice finita orice element # are un complement
unic m, aceastd latice se numeste complementard.

Prin definitie o latice L este distributivd daca $i numai
daca

(1-83-) (mlumz)FWh:(mlﬁms)u(mzﬂms),
(1.8b)  (m,Nms) Ums= (m,Umg)N\ (meUms), Ym,, ma, ms <M.

Proprietatea (1.8a) poartd denumirea de distributivitatea reuniu-
nii in raport cu intersectia iar (1.8b) distributivitatea intersec-
tiei in raport cu reuniunea.

Definitie. O algebrd booleand este o latice distributiva si
complementara. Din definitie rezulta cd o algebra booleand este
un 4-uplu

B=(DT 7).,

in care ,—"“ este operatia unard de complementare.

Intr-o algebrd Boole se mai pot demonstra si urmitoarele
proprietdti care au o deosebita importantd pentru studiul
circuitelor de comutatie :

(1.9) m=m, Ym <M (principiul involutiei).



Demonstragie. Se cautd complementul lui m. Conform cu (1.7)
se poate scrie mUm—l m\m=0. Atunci, conform deflmtlel

algebrelor Boole complementul lui m este m. Deci (m)=m.
De asemenea, intr-o algebrid Boole sint adevirate relatiile
lui De Morgan :

(1108.) m1Um2=7;lﬂ"72,

(1.10b) MmO\ Mme=m,Ums, Ym,, ms<=M.
Demonstratie. Se va demonstra ca :

(M Um ) U(mNmg) =1, (mUmg) N (mNimy) =0,

de unde, avind in vedere unicitatea complementului intr-o alge-
bri Boole, se obtine prima relatie a lui De Morgan. Intr-adevir :

(mluma)U(;;hm;ﬁz) ot [(mlumz) Uﬁljm [(mlumz)U"’_nz] =
=(m2U1)ﬂ(m1U1)=1-

(Oﬂma) (Oﬂml)

(mlu'mz)ﬂ(

Il §|

Similar, demonstrind,

(mxﬁmz)U(alu_W_bz)=1. (mlﬂmz)ﬂ( 1Umz) 0

se dovedeste veridicitatea relatiei (1.10b).
Daci intr-o algebra Boole multimea M are numai elementele
0 si 1, se obtine algebra Boole cu doud elemente :

B2=({OJ 1}: UJ m: _)
in care operatiile sint date in tabelele urmitoare :

ulo 1 ] 8y 1 ~j ol
0|lo 1 0jo o |1 o
1}y 1o 1

Din cele prezentate mai sus rezulta ca in algebra Boole
calculul este definit prin relatiile (1.1)...(1.10). Pentru cele
trei operatii, in afara denumirilor mentionate se mai folosesc si
urmatoarele :
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— operatia SAU, disjunctia sau suma logicd pentru reuniune,
fiind notatd si cu simbolurile , V“ sau ,,+“. Astfel, urmitoarele
notatii sint echivalente : m,Um,=m,V m,=m,+m,.  Pentru
a nu da nagtere la confuzii cu adunarea din algebra obisnuita
cu care nu este identica se va utiliza in continuarea simbolul ,,U*“.

— operatia SI, conjunctia sau produs logic pentru inter-.

sectie, fiind notata si cu simbolurile ,&“ sau ,, .. Ultimul simbol
este cel mai folosit, in scriere omitindu-se. Astfel, urmatoarele
notatii sint echivalente : m,N\m,=m, & m,=m, . my, = m, m,,

— operatia NU sau negatia logica pentru complementare,
notatiile urmatoare fiind echivalente : m=m* =m’

Algebra booleana cu doud elemente are aplicatie directd in
teoria circuitelor logice. In acest caz, intre valorile multimii
{0,1} si cele doua stdri ale elementelor functionind in regim de comu-
tatie se stabileste o corespondentd biunivocd. Astfel, o
variabild asociatd unui element de comutare poate lua numai
doud valori, 0 sau 1, definind o variabild bivalenti booleani sau,
pe scurt, o variabild booleand. Rezulta cd pentru circuitele mate-
rializate cu elemente de comutatie modelul matematic il consti-
tuie functiile de variabile binare. Deoarece circuitele realizate
cu elemente binare nu pot.avea decit doua stari distincte, func-
fiile care descriu aceste circuite vor lna numai doud valori. Aceste
functii bivalente de variabile binare se numesc functii booleene
sau functii logice si au o deosebitd importantd pentru studiul
circuitelor logice si al comenzilor secventiale.

2. Functii booleene

Se considerd vectorul X =(%,, %5, ... , ¥,) a cdrui coordonate
(%1, %3, ... , %) pot lua valorile 0 sau 1. In acest caz rezulti ci
pot exista 2" vectori X. Se noteazd multimea acestor vectori cu
B3. De asemenea, fiecirui vector din B} i se poate atribui
valorile 0 sau 1.

Definifie. Se numeste functie booleand (FB) functia f(X)=
=f(%1, %a, ... %a), X=(%,, X3, ..., %) care aplici mul{imea B} in
multimea {0, 1 }.

Fie K o submultime a lui B} si K complementara lui K fatd
de B}: K, KCB?, KUR=B: KNK= . Atunci o FB de =
argumente f{X)= (%, %g. 105 %a), X=[Z1s %o, ¥aseoes Xa) S poate
defini si astfel :
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XeK-f(X)=1, XK »f(X)=

Deci, unei functii booleene i se asociazd un vector V,=(f(X)) cu
2" componente egale cu 0 sau 1, fiecare componenta fiind aso-
ciatd unui vector X dat.

Comnsecinid. Deoarece existd 2*" vectori bivalenti cu 2" compo-
nente, rezultd cd numdrul FB distincte de n argumente este
finit si egal cu 22"

Sa notim valorile fixe ale coordonatelor unui vector din Bj
prin (¥,, X, ..., ¥,). Aceste valori pot fi privite ca o combinatie
de valori ale argumentelor unei F'B. Deoarece numirul acestor
combinatii este finit si egal cu 2" atunci orice I' B poate fi complet
definita printr-un tabel finit cu 2" rinduri. In acest tabel in partea
stingd se trec combinatiile valorilor argumentelor iar in partea
dreaptd valorile corespunzitoare, 0 sau 1, ale functiei :

x Xy A a3  ¥n %y Xy ey %)
0 0 yn. 0 0 a5
0 0 v 0 1 ‘ oo
0 0 b 1 0 o3
11§t fton. deryicil s

ey o =10,11

Existd situatii cind pentru unele combinatii ale valorilor
argumentelor o FB si nu aibd valoarea determinata. Astfel de
functii nedeterminate pentru una sau mai multe combinatii
ale valorilor argumentelor, se numesc FB incomplet definite. In
mod obisnuit in tabelele de definitie ale functiilor valorilor nede-
terminate sint indicate cu asterisc (*) sau .
Exemplu : Fie f(x,, x5, x5) datd prin tabelul urmétor :

X1 Xg X3 flx1, x2, %5) f X1 X3 X3 flx1, %9, %3)
~|
0 0 0 0 ‘ 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 *
0 Lo * ‘ 1 e 0 %
0 1 1 1 ' 1 4 1 1
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Functia este nedeterminati pentru combinatiile (0, 1, 0), (1,0, 1)
si (1, 1, 0) ale valorilor argumentelor, ele putind fi aplicate arbi-
trar in {0, 1 } . Atribuind functiei valorile 0 sau 1 pentru combi-
natiile respective ale valorilor argumentelor se pot obtine 8
functii complet definite.

In general, daci o FB nu este definiti pentru 7 combinatii
ale valorilor argumentelor atunci prin definire arbitrard se
pot obtine 2" functii noi complet definite. Functiile incomplet
definite se intilnesc frecvent in practica comenzilor secventiale,
evidentierea situatiilor de nedefinire si atribuire voitd a valorilor
0 sau 1 fiind foarte importantd pentru simplificarea lor.

2.1. Operatii cu functii booleene

Operatiile cu F B se definesc pe domeniul valorilor functiilor.
Se considerd doud functii fi(x;, %s, -vs %) $1 ful%1, %aseoe » %) Se
spune cd aceste functii sint ¢dentice dacd iau valori identice
pentru toate combinatiile posibile ale valorilor argumentelor.
In mod obisnuit identitatea a doud FB se scrie astfel :

{2.1) ol Mgy veusiig )i Fal s B )

Daca pentru cel putin o singurd combinatie a valorilor argu-
mentelor (un #-uplu) cele doud functii nu au aceeasi valoare
atunci :

LT s e T CR e RS Y

Fie f,, f: si f, functii booleene de # argumente. Operatiile
U, N si — cu functii se definesc in modul urmitor :

a) reuniunea functiilor
(2.2) Ji(%1, %, oo, xn)Uf2(xl; Koy wees Xn)=F5 (%1, X2, oe, %p), dacd
1 numai dacd valorile functiilor se combind corespunzitor tabe-
lului operatiei U pentru fiecare combinatie a valorilor argumen-
telor ;

b) intersectia
(RG0S a i (X st e WY O o =i (s, siiats 16, 7 idarednish
numai dacd valorile functiilor se combind conform tabelului
operatiei (M pentru fiecare n-uplu al argumentelor ;

13



c) negarea
CA). . Fi(His X 500 Zn) =Fa%ss By oveic Xa)s. daCd 51 numai, dach
valorile functiilor respecta tabelul de definitie al operatiei de
complementare.

Din cele de mai sus rezultd ca pentru operarea cu FB se
considera succesiv valorile functiilor corespunzitor celor 27
combinatii ale argumentelor. Functiile f; si f, aplicd fiecare din
cele 2" n-uple in multimea {0, 1}. Se obtin astfel 2* perechi
de valori ale functiilor. Operatiile binare SAU si SI asupra celor
doud functii aplicd cele 2" perechi in multimea {0, 1 }. Operatia
unard de complementare aplici cele 2" n-uple ale unei functii
in {0,1}. Pentru operarea cu FB este avantajoasi folosirea

tabelelor.
Exemplu. Se dau tabelar urmétoarele functii de doud argumente

1 X3 fi(xy, xp) So(%qs %) fiUf, fiNs, h fa

=Y
OoO=OO

- O
O O
- OO
O O
OO =
= O O

Functia f, aplicid pe (0,0)si (0,1) in 0 si pe (1,0) si (1,1) in 1,
iar f; aplicd pe (0, 1) s1 (1, 1) in O si pe (0, 0) si (1, 0) in 1. Operatia
de reuniune asupra celor doud functii aplici perechile valorilor
functiilor (0, 0) in 0 iar (0,1), (1, 1) si (1,0) in 1. De asemenea,
fiNfs aplicd perechile (0, 1) si (0,0) in 0 si (1,1) si (1,0) in 1.
Operatia de complementare a celor doud functii este evidentd.

2.2. Functii booleene elementare

In acest paragraf se vor defini functiile booleene fundamen-
tale, cu ajutorul cdrora se pot construi functii mai complexe.
Aceste FB denumite si functii elementare au o deosebitd impor-
tantd practici pentru realizarea circuitelor logice modulare.
Obisnuit, functiile elementare se definesc pe multimea functiilor
de doud argumente. Cele 2#=16 functii booleene de doui
argumente sint prezentate in tabelul urmitor :
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mux || fo i fo fs fa fs fo fr fs fo fio fu fiz fis fu fis

—- OO
—_0 = O
ocSooo
OO =
oCOoO—~O
O O =
O=mOO
O = O =
QO = O
O =
=R =R
—_0 O y
—_0 - O
—_O
—_——_0 0
— O
— - O
——

Din examinarea tabelului rezultd si se definesc urmitoarele
functii elementare :

— functiile f, si fi; sint functii constante, nedepinzind
de argumentele x, §i x,. Sint denumite si functiile logice constanta
0 si respectiv constanta 1 :

fo(xl» x2)=01 flﬁ(xb x2)=1
— functiile f,, si f,» corespund valorilor argumentelor :
flo(xl. xz)=xa: flz(xh xz)=3'1

si se mai numesc functii identitate :

— functiile f, si fs corespund functiilor f,, si fi» negate :

fs(xh x2)=,712(x1: xZ)Z;l’ fS(le xz)———flo(xu x2)=752

si se numesc functiile negatie.

Remarcd. Functiile definite mai sus depind numai de unul

din argumente sau de nici unul. Se spune cd aceste functii ele-
mentare sint functic degenerate de doud argumente.

— functia fg corespunde produsului logic al functiilor f,,
si fi2 §1 se numeste functia conjunctie sau functia SI :

fs(xl: Xs) =f10(x1; Xs) -fxz(xu Xs)=%1%s

— functia f;, corespunde sumer logice a functiilor f,
si f12, numindu-se functia disjunctie sau functia SAU :

Jra(%1, %) =Ff10(%1, %2) U fra(%1, %2) = 2%,U%s

— functia f, poartd denumirea de fumcfia lui Pierce sau
Junctia lui Webb si se noteazd in modul urmdtor :

fl(xln Xa)=%1]%s
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Examinind valorile acestei functii se observd cd ea este negarea
functiei disjunctie :

fl(xp x2)=f14(x1’ xz)':xlsz:xl . X
Avind in vedere cele de mai sus se mai poate scrie :

fl(xli x2)=fa(x1: xz) ~fs(x1, xz) =f10(x1: Xs) lfu(xu @)

Din relatia precedentd se observa cd simbolul ,, | are rol de opera-
tor, definind situatia de ,nici #x;, §i nici x,“. Din acest motiv
functia f, se mai numeste si fumctia NICI. In literaturi este
intilnitd si sub denumirea de functia NOR, provenitd din limba
englezi (NOT OR=NOR).

— functia f, se numeste functia lui Sheffer si se simboli-
zeazd astfel :

f7(xl: x2)=x1 T x3=x1/x2
Examinind in tabel valorile acestei functii, se poate observa ci ea
reprezintd negarea functiei conjunctie de unde-i provine si

denumirea de functiec SI—NU sau functie NAND (in 1. englezi
NOT AND=NAND):

f7(x1; x2)=ﬁ(x1: x2)=561_xe=;1U;z=fm(x1, xz)Tfm(xl: %a)

Corespunzitor relatiilor de mai sus se mai poate spune ca functia
lui Sheffer defineste situatia de ,numai x, sau numai x,“, fapt
ce a condus si la denumirea de functie NUMAIL

Functiile NICI si NUMAI au o deosebitd importantd atit
pentru teoria functiilor booleene cit si pentru aplicarea practici
a acesteia in realizarea circuitelor logice modulare.

— Functia f, are de asemenea importantd pentru teoria
F B, fiind denumitd functia echivalen{j :

f9(x1: Xa)=X1~Xg,

desemnind ,echivalenta intre x; $i #,“. Se poate demonstra cd
aceastd functie poate fi descrisa prin functiile conjunctie, disjunc-
tie si negatie:

fg(xn x2)=x1~x2=(xlux2) <x1Uxa)

In adevar, folosind tabelele, pentru cele doua pirti ale identi-
tatii se obtine :
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X1 Xy ¥~ X X1 X %y g U % | % U 7| (mU 3’2)(951U;2)
0 0 1 0 0 1 1 1 1 il
et 0 0 1 1 0 i 0 0
1.0 0 1 0 0 1 0 1 0
I | 1 1 q 0 0 1 1 1

Intrucit pentru toate combinatiile posibile ale valorilor
argumentelor cele douda parti ale identitdtii au aceleasi valori
demonstratia este facuta.

— functia f; se numeste functia suma modulo 2 sau functia
SAU—EXCLUSIV si se noteaza astfel :

Jolx1, 22)=2,@ %,

Comparind in tabelul de definitie valorile acestei functii cu ale
functiei f,, rezulta :

— —_— T R e
fs(xh %2) =f9(x1; x2)=4’52~xz=(xluxz) (xluxz):'xlxzuxlxz
— functiile f,; si f15 sint denumite functiile implicatie :
Jial%1, %) =%;—>x,, implicatia lui %, in %,
fis(%1, %)=2x,«s,, implicatia lui %, in x, sau implicatia
inversa.
Folosind reprezentarea tabelard se poate ardta usor cd :

fu(xu xz):x19x2=;1Ux2» fl3(xl: Xg) =%1 < Xa=%,U2x,

— functiile f, si f, sint denumite functiile interdictie sau
Sfunctiile inhibare :

Ja(%1, o) = %17 Xa=2%,1%s, %, inhiba «,
Jalxy, 23) = %= %="2%,%,, %y inhiba %, sau inhibare inversa.

Din definirea functiilor booleene elementare de doud argu-
mente se poate desprinde concluzia ca se pot genera FB noi
prin :

1) permutarea argumentelor,

2) introducerea functiilor in locul argumentelor noilor
functii.

17
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2.2.1. Superpozifia 5i decompozifia FB

Se considera multimea variabilelor booleene X={ x,, x,, ...,
.o, X, } cu m>2. Aceastd multime poate fi divizata in doud sub-
multimi, spre exemplu: X; = { #,, %5, ..., x,}, unde a>r, si
Xy==d Bovii Brbn'bos ¥ } Cu cele doua submultimi se pot forma
doud FB oarecare f,(X,) si fy(X,). Daca cu aceste functii se con-
struieste o noud functie

FX)=fs {/u(X1), fo(Xa) }.

se spune ca aceasta s-a obtinut prin superpozitia sau compunerea
functiilor f, si fs.

Daca submultimile X, si X, sint disjuncte superpozitia se
numeste disjunctd iar daca cele doud submultimi nu sint disjuncte,
adicaX, X,#0, atunci superpozitia se va numi nedisjunctd.

E vemplu. Functiile lui Pierce si Sheffer sint superpozitii ale
functiilor negatie, disjunctie si conjunctie.

n practicd, o mare importanta o are problema inversa, si
anume, functia f(X) sd fie realizata (implementata) cu un anumit
set de functii elementare (functori). Aceasta constituie problema
decompozitiei functiilor booleene.

Daca o FB de n argumente poate fi reprezentatd sub forma :

(2.5) AX)=9m { Pmr [X"1], s 0 [#1], X0}

unde functiile ¢, (=0, 1,...,m—1) depind de un numir mai
mic de argumente (X!CX), se obtine decompozitia functionald a
functiei considerate.

Cind multimea X' a argumentelor de care depinde ¢, si mul-
timea X°nu au elemente comune, atunci decompozitia se numeste
disjunctd sau meimntersectabild. Daca existd un singur argument
%y care sa apartind mai multora din multimile X’, decompozitia
se numeste nedisjunctivd sau intersectabild.

Daca functia f(X) se poate reprezenta sub forma

(2.6) f(X)=9, [e:(X1), X,

atunci decompozitia functionald se numeste simpld.

Un caz particular de decompozitie functionala il constituie
formulele de dezvoltare ale lui Shannon. Conform acestora, pentru
o functie de o singurd variabild y=f(x), sint valabile urmatoarele
dezvoltari :

y =%f(0)Uxf (1), sau y = [*Uf(1)] [xU f(0)].
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in care f(0) este valoarea functiei obtinutd prin substituirea lui
x¥=0, iar f(1) corespunde valorii x=1.
Avind in vedere cele de mai sus, o FB de » argumente poate
fi descompusi dupi argumentul x;:
UG =TTy 5 o P S AR U S e L B e e e
Xit1 seres xn):

care mai poate fi scrisi sub forma

F(X)=0s{pa(X?), 9:(X?), X},
_ unde o (X0 =il o0 W12 te M0, e o S ),
Do X8 = (0 it 5 M s oo h i)
s (X) =2 491 (X Uripo(X2),
Xafarondi 2 8 % using o r s
KBz, Ty yrevp Kiirs Feby yeees Xghs
X0 = {x}.
Notind X* si X2 prin X *si X° prin X°, cardinalul acestor multimi

va fi | X% =mn—1 respectiv |X°|=1. Generalizind decompozitia
pentru cazul

25 | X% =n— X <n—1, X°NX’=, X°UX’=X,

conform cu (2.6) se obtine o decompozitie simpld disjuncta,
diferitd de decompozitia banala corespunzitoare dezvoltarii dupa
formulele lui Shannon.

Shannon a fost cel care a pus bazele decompozitiei FB,
extinse apoi de Ashenhurst si Curtis. Decompozitia FB este foarte
actuald, avind in vedere dezvoltarea puternica a circuitelor
logice modulare integrate.

2.3. Reprezentari ale functiilor booleene

Studiul FB se face in multe cazuri pe reprezentirile acestora.
Exista o mare diversitate de reprezentiri ale FB care pot fi grupa-
te in reprezentari grafice (geometrice) si analitice. Reprezentarile
din prima categorie sint intuitive i se folosesc pentru studiul
FB cu un numair redus de de argumente. Din aceastd categorie
fac parte reprezentdrile prin tabel de adevir, diagrame Euler,
Venn, Veitch sau Karnaugh, prin grafuri sau pe hipercub. A
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doua categorie asigurd o reprezentare prin expresii algebrice
sau sub forma de coduri. RLprezentﬁrila din aceastd categorie
permit studiul FB cu un numar arbitrar de argumente, cu po-
sibilitatea utilizirii mijloacelor numerice de calcul. In continuare
se va insista asupra celor mai folosite reprezentiri ale FB in
scopuri tehnice.

2.3.1. Reprezentarea FB prin tabel de adevar

Acest mod de reprezentare corespunde reprezentarii tabe-
lare a FB si de care s-a uzitat pina aici. Tabelele denumite
de adevdr sau combinationale contin in partea stingd un numar
de linii egal cu numarul combinatiilor posibile ale valorilor argu-
mentelor, iar in partea dreaptd valorile functiei pentru fiecare
combinatie de valori ale argumentelor. Tabelul de adevir este cea
mai completd reprezentare a unei FB deoarece peniru fiecare
combinatie posibild a valorilor argumentelor se indica valoarea
functiei.

2.3.2. Reprezentarea FB prin diagrame Karnaugh

Diagrama Karnaugh este tot o reprezentare tabelara dar
in raport cu tabelul de adevir este mai compa ta datorita dispune-
rii bidirectionale a valorilor argumentelor.

In cazul general, al unei FB de »n argumente, diagrama
Karnaugh contine 27 linii §i 2¢ coloane, astfel ca p+4-¢g=n. Daca
# este par, in mod obisnuit p=g¢, iar dacd » este impar, g=p 1
(sau p=g+1). Rezultd o diagramd cu 2?.27=2" cimpuri in
care se trec valorile functiei pentru combinatiile corespunzatoare
ale valorilor argumentelor. Valorile argumentelor se indica
la capetele liniilor si coloanelor diagramei.

Veitch a fost cel care a introdus acest mod de reprezentare
a FB. In reprezentarea propusi de acesta combinatiile valorilor
argumentelor pe linii si coloane se dispun conform codului binar
natural. Aceastd dispunere conduce la dificultiti in folosirea
diagramei pentru simplificarea I B (pentru care a si fost concepu-
td). Putin mai tirziu Karnaugh propune constrairea acestor
diagrame folosind codul Gray (binar reflectat) care fiind un cod
continuu §i ciclic asigura adiacenta intre cimpurile diagramei.
Din motivele aratate aceastd reprezentare mai este cunoscuta
si ca diagrama Veitch-Karnaugh.
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Notd. Intr-un sistem de numeratie de bazd B, doud cifre
sint adiacente daci diferi cu o unitate modulo B. In sistemul
de numeratie binar doud cifre vor fi &dlacente daca diferd cu
cifra (1s

Exemplu. Se considera FB de 4 argumente datd prin tabel
de adevar. Si se reprezinte prin diagrama Karnaugh.

f(21%y 23,%0) | T,
Il

|

8
53
a2
s
oy
e
8
-
8
N
2
©
=
-

f(xy, Ty X3 )

Qo000 00O
e =D OO
HHOoOORROO
HORMORPRORO
OO OO mm—=CO
TIPENe O g
—_—— e OO OO
—_—_ OO = - OO
—_O O = O = O

Diagrama Karnaugh va contine 2! cimpuri realizate cu
27=2? linii si 29=2? coloane (fig. 2.1). Combinatiile valorilor
argumentelor x, $i x, sint dispuse in partea superioard a diagramei
iar ale argumentelor x; si x, vertical, in partea stingd. La inter-
sectia unei coloane si a unei linii este cimpul diagramei in care se
trece valoarea functiei cores-
punzator combmatlel valorilor xx
agumentelor Astfel, pentru XX 200 01 i) 10

=0, %=1 si =1, x,=0 W

la intersectia coloanei a doua oo 0 0 1 1
(01) cu rindul al 4-lea (10)
se indicd valoarea functiei o1l 1 " 0 0

(%1, %3, %3, %4)=0, s.2.

Dacd pentru un numar
mic de argumente combina- 1110 0 1 1
tille valorilor argumentelor
conform codului Gray sint
usor de stabilit, pentru un
numar mai mare de 5(n>5)
devine dificil si se poate Fig. 2.1

1ai .k a 0 1
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gresi constructia diagramei. Folosind insd o reprezentare grafica
a codului Gray realizarea diagramelor Karnaugh devine simpla
si sigurd. In aceasti reprezentare bitilor 1 li se atagseazi un
segment de dreapti cu lungime corespunzatoare coloanei sau
liniei pentru care argumentul are valoarea 1. Folosind imaginea
grafica a codului Gray (31/, in fig. 2.2 sint prezentate diagramele
Karnaugh pentru functii de 3,4 si 5 argumente. Intr-un mod
similar se pot construi diagramele Karnaugh si pentru FB cu
=0

SR

% L XX

n=4 n=5

Fig. 2.2

2.3.3. Reprezentarea analiticd a FB

Se considerd combinatia valorilor argumentelor unei FB
de » argumente (¥,, %,,..., ¥,). Numdirul ,i” atasat m-uplului
si definit prin relatia :

(2.7) 1=%2"1+%,2" 24 ... +%,2°

se numeste numdrul combinaties.

De asemenea, se considerd functia Py(x,, %3 ,..., ¥,) care se
defineste in modul urmitor :

1, daci numadrul combinatiei este ,5“
(2.8) P,

0 in caz contrar.

Aceastd functie se denumeste constituent al unitdtic sau funciia
caracteristicd a unitdfii. Presupumnd cd se cunoaste expresia
analiticd a functiei P;, a cdrei determinare exphc1ta se va face
mai tirziu, atunci se poate demonstra urmaitoarea :

Teoremd. Orice FB dati prin tabel de adevar poate fi scrisd
sub urmatoarea forma analiticd
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(2.9) f(xl, Xa jeuey x,,)=P,1UP12U wes Ung=A U P‘j’

"]EMI

unde M, este multimea numerelor combinatiilor valorilor argu-
mentelor pentru care functia ia valoarea 1.

Demonstratie. Se considerd oricare dintre valorile argumen-
telor functiei considerate. Sint posibile doud cazuri distincte :
functia si ia valoarea 1 sau valoarea 0. Dacd functia este egald
cu unitatea, atunci in partea dreapti a relatiei (2.9) se afla functia
P, al cdrui ¢; corespunde numirului combinatiei considerate.

In acest caz, conform cu (2.8), pentru combinatia respectivi
a valorilor argumentelor P; va fi egali cu I. In virtutea
proprietitii (1.6) toatd partea dreaptd a relatiei (2.9) va fi egald
cu unitatea. Dacd insa pentru combinatia considerata functia
este egald cu 0, atunci dupd cum decurge din formularea teoremei
printre functiile P; din relatia (2.9) nu va fi nici una pentru

care indicele si coincidi cu numirul combinatiei. In acest caz,
conform cu (2.8), toti membrii disjunctiei din partea dreapta
a relatiei (2.9) vor fi egali cu 0, deci partea dreapta va fi egald
cu 0. Intrucit s-a demonstrat ci ambele parti ale relatiei (2.9)
sint identice pentru o combinatie oarecare a valorilor argumentelor
rezulti cd este adevdrati pentru orice alti combinatie. Teorema
este demonstrata.

Reprezentarea unei F B se poate face si sub alta formd analiti-
cd daci se considerd functia S;(x;, %, ,..., x,) definitd in modul
urmadtor :

(2.10) S _{0, daci numadrul combinatiei este ,2°,

1, in celelalte cazuri
Functia S; va fi denumitd functia caracteristicd a lui zero sau
constituentul lus zero. Din relatiile de definitie (2.8) si (2.10)
rezulbl R Pl Al %t 00 22) =S (X Xy e )
Intr-un mod similar demonstririi relatiei (2.9) se poate arita

cd orice FB de n argumente poate fi reprezentatd analitic si sub
forma :

(2.11) f(xl, Xy 5wz xn)=StlﬁS,2ﬂ m kaz m Sij'

ijEMo

Reprezentarea FB sub forma (2.9) se numeste reprezentare
disjunctivd, iar sub forma (2.11) reprezentare conjunctivd.
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Pentru a stabili expresiile functiilor P; si S; se introd uce
urmdtoarea notatie pentru o variabild booleand :

{x, daci a=1 Tab. 2.1,

(2125t b
%, daci a=0.

Se considerd expresia boo-
leand :

=
I
R
2
I
Il
—

=

I

Il
1%
I

(2.13) XPXG: ... Xin.

—_ e O ©
_ 0 A o
1l
sl & S|
Il
S

S

In aceasti conjunctic de »
argumente orice termen % este
1 daci sinumai daci x; =a;. In
adevir, considerind toate combinatiile posibile pentru x; si
@ si tinind cont de (2.12) se obtln rezultatele concentrate
in tabelul 2.1. Conform celor demonstrate rezulti ci functia
(2.13) este 1 numai daci «, =@y, Xy = Ay ,ue, Xy = Ay, fiind 0 pentru
toate celelalte cazuri. Avind in vedere defini‘gia (2.8) a func-
tiei P, rezulti :

Il
o]
I

P51, %a yooes Xa) = 20200 .. 208,

cil conditia’ easd=—a; 20 L ae 2t g9

In aceste conditii, orice FB poate fi descrisi printr-o expresie
analitica de forma :

(214) f(xl, A = LIJ (xi‘xx‘;z xfl»),

unde prin U s-a notat faptul ca se considerd disjunctia termenilor
1

conjunctivi (2.13) pentru care functia f ia valoarea 1.

Reprezentarea I'B sub forma (2.14) se numeste forma cano-
nicd disjunctivd (FCD) a functiei, iar termenii (2.13) fermens
canonicy conjunctivi (TCC) sau termeni minimaly (mintermi).

Teorema demonstrati anterior si formula (2.14) permit
stabilirea algoritmului trecerii de la tabelul de adevdr al unei
B SECH

Algoritmul 2.7. Forma .canonicd disjunctivi a unei FB
datd prin tabel de adevir (sau diagramd Karnaugh) se obtine
astfel :
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1. Din tabelul de adevir (diagrama Karnaugh) se considerd
toate m-uplele pe care functia le aplicd in 1.

2. Se scriu termenii canonici conjunctivi care corespund
acestor n-uple. In acesti termeni argumentul w; intrd ca atare
sau negat dupd cum in #-uplul considerat are valoarea 1 sau
respectiv 0.

3. Termenii canonici conjunctivi obtinuti se reunesc cu
operatia disjunctie.

Exemplu. Se considerd functia f(x,, xs, ¥s) datd prin
tabelul de adevar :

1 X2 X3 fl#1, 22, %3) X1 Xo X3 fx1, 22, 23)
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 il 0 0
0 1 i 0 1 1 1 1

Se considerd combinatiile [valorilor argumentelor pentru care
: ; b e Lo dse
functia are valoarea 1. Se scriu TCC corespunzitori:

X\ XaXs, X1%a%s, % %aXs, X1 X33, X1%2%s.
Reunind TCC prin operatia disjunctie se obtine FCD :
f(.’h, %50 X5) =% Xy % R B U0 B 1) 2, Be X U 0 % g 005

Corespunzator relatiei (2.11) si definitiei functiilor carac-
teristice, se poate scrie:

T2 % 500m%) =0Sy=N Py=Nxage . 5

Aplicind relatiile De Morgan, rezultd :

(2.15) s % ) =(0\(_x—i"TU9'c_;e—U se Liate),
unde prin N s-a notat faptul ci se considerd numai #n-uplele
0

pentru care functia ia valoarea 0.
Din relatia (2.15) rezulta :

Si(%1, %a ,enes Xa) =2DUAE ... Usls,
cu conditia ca ¢=a,2""14-a,2" 24 ... +a,2".



Rezultatele obtinute in tabelul 2.1 confirmd conditia impusa
si totodati permit dovedirea identititii x%=x%. In acest caz
relatia (2.15) se mai poate scrie :

(2.16) F(, Zas g ey ) =O(FUFU oo U

Relatiile (2.15) si (2.16) sint cunoscute suo denumirea de
formd canonicd conjunctivd (FCC),' fiind dwuala formei canonice
disjunctive. Termenii disjunctivi (xpUxeU ... Ux?n) sint denumiti
termen canonici disjunctivi (TCD) sau termeni maximali (max-
termeni ). Siin acest caz relatiile (2.15) si (2.16) permit stabilirea
algoritmului realizdarii FCC dacd se cunoaste tabelul functiei.

Algoritmul 2.2. Forma canonica conjunctivi a unei FB
datd prin tabel de adevdr se obtine in modul urmitor :

1. Din tabelul de adevidr al functiei se consideri toate
n-upleie pe care functia le aplica in 0.

2. Se scriu termenii canonici disjunctivi care corespund
acestor n-uple. In expresia 7CD argumentul x, intri ca atare
sau negat dupd cum in combinatia consideratd are valoarea
0 sau 1.

3. Termenii canonici disjunctivi obtinuti la pasul 2 se reunesc
prin semnul conjunctiei.

Exemplu. Sa stabileascd FCC pentru functia datd prin
tabel in exemplul precedent. Conform algoritmului rezultd
urmitorii TCD : x,Ux:Uxs, %,U%\U%,, %, U%,U%,. Forma canoni-
cd conjunctiva rezultd imediat: f(x,, x,, ;) =(x,Ux,U%;) (2,U
UZ,U%,) (E.U@U%)-

Cele doud forme canonice, disjunctivd si conjunctivd, sint
unice pentru o functie booleand complet definitd. Alegerea unei
forme sau a celeilalte depinde de criteriul care std la baza dezvol-
tarii functiei in forma analitici. Daci acest criteriu este cel al
economicitdtii atunci alegerea FCD sau FCC depinde de forma
tabelului functiei respective. Astfel, dacd majoritatea valorilor
functiei sint zero este de preferat FCD ; in caz contrar o economie
mai mare o asigura FCC.

2.3.4. Reprezentarea FB prin simbol de marcare

Simbolul de marcare este o reprezentare numericd a FB i
derivi din reprezentarea prin tabel de adevir. In tabelul de
adevir fiecirei combinatii a valorilor argumentelor corespunde
o valoare, 0 sau 1, pentru functie. Se poate spune cd fiecare
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combinatie defineste ,starea“ functiei. In cadrul reprezentirii
FB prin simbol de marcare se defineste numdrul de stare care
coincide ca valoare cu numdrul combinatiei :

Uz =‘5512n’1+7622"_2+ e +33n20-

Pentru o ordine datd a argumentelor, sirul valorilor binare al
unei functii in ordine crescatoare a numerelor de stare defineste
complet functia respectivd. Numarul binar rezultat din insiruirea
bitilor 0 si 1 ai functiei se numeste numar de ordine i se noteaza
cu N. Astfel, indicarea ordinei argumentelor si a numarului
de ordine constituie ,marca“ unei I'B.

Sitmbolul de marcare (M) constitue reprezentarea simbolici a
modului de definire a unei FB mai sus mentionat. Pentru o
FB de n argumente pentru care s-a impus ordinea x;%; ... x,,
reprezentarea prin simbol de marcare se defineste sub forma :

(2-17) f(xx: X ook 5) =M{&’;! Ay

E xemplu. Sa se determine simbolul de marcare pentr u functia
data prin tabelul urmator :

[
X1 Xy X3 H(x1, 2, x3) | X1 Xa A3 flx, xs, x3)
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 i 1 0 1 1
0 | 0 0 ] 1 1 0 0
0 1 1 1 i 1 1 1 1

Conform cu (2.17) simbolul de marcare se scrie :
T Hyaa, s ) = M EE e &

(01011101

Dacd numirul de ordine se scrie in codul octal se obtine
o reprezentare mai compacti a simbolului de marcare. Astfel,
pentru exemplul considerat rezultd :

f(xll X3, xs) =M Xy Ly —M*)xzxa

A e
(01011101, (135)s

Desi simbolul de marcare definit prin (2.17) asigurd o re-
prezentare avantajoasd, aceastd formd nu este aptd pentru a se
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opera cu ea. Pentru a se obtine o formd operativd a simbolului
de marcare se inlocuieste numdrul de ordine cu sirul crescator
al numerelor de stare in cod octal.

Dacd in forma operativd se considera numai numerele de
stare pe care functia le aplicd in 1, simbolul de mar are contine
aceleasi informatii ca si F'CD. Rezultd urmitoarea relatie de
echivalentd :

(2.18) i S e L{ K x;‘:n=D(*’:if';; i.",nk)’

unde (7%, 7 ,..., ;) sint numerele de stare in octal pentru care
functia are valoarea 1. Definirea simbolului de marcare conform
relatiei (2.18) poarti denumirea de simbol D, evideniiind
echivalenta cu FCD.

Intr-un mod analog, daci se consideri numai num erele
de stare pentru care functia ia valoarea 0, forma canonici con-
junctivd poate fi exprimata prin simbolul de marcare C :

X110 Xy

(XTI E
unde (74, 7y ,..., n,) sint numerele de stare in cod octal pentru
care functia are valoarea 0, complementate.

Deoarece pentru o FB complet definitd multimile numerelor
de stare (n,, #, ,..., ny) Si (n4, ny,..., n,) sint disjuncte, iar relatiile
(2.18) si(2.19) sint forme diferite ale aceleiasi functii, se poate
scrie :

2.19) S (Fn #2 s ) =00 (ﬁi‘{’UxiﬁU o Usin) = C

(2.20)] Dt 3w = C (e 7

Din dcfinitia numdrului de stare si expresiile simbolurilor
D si C rezultd cd in (2.18) numerele de stare corespund minter-
milor din FCD, iar in (2.19) numerele de stare corespund max-
termilor din FCC. Astfel, expresiile (2.18) si (2.19) permit folo-
sirea algoritmilor 2.1 si 2.2 si pentru trecerea de la tabel de adevar
sau de la formele canonice la reprezentarea prin simbol de
marcare.

Exemplu. Sa se stabileascd in formd operativd simbolurile
D si C pentru functia datd prin tabel in exemplul precedent.

Numerele de stare pe care functia le aplici in 1 sint:
(001);=(1)s; (011)s=(3)s; (100)s=(4)s; (101),=(5)s; (111)s=
=(7)s. Conform cu (2.18) se poate scrie simbolul de marcare D :

[ (%0 %a, 25) = fol;fi: 5,7) =X X3 %3 UX 2525 UX ¥ U2rX X5 U X1 X X3,
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Numerele de stare pe care functia le aplica in 0 sint : (000), =
=(0)s; (010),=(2)s; (110)3=(6)s. Conform cu (2.19), rezulta :

f(xl; X2, 5\'3:) CT(; Z' : - CE7] 15, ;; = («V1 U X, U 9(3) (-\'1 U %, U_Xs) -
(%1 UZy U xy).

In cazul FB incomplet definite este nccesar ca atit in (2.18)
citsiin (2.19) sd se indice numerele de stare pe care functia le aplicd
in 0 si in 1, precum si stdrile indiferente. Numerele de stare in-
diferente se indicd cu asterisc. Pentru FB incomplet definite
relatia (2.20) nu mai este adevirati” intrucit numerele de stare
indiferente se pot aplica diferit in 0 sau 1.§{ i

Exemplu. Si se stabileascd simbolurile de marcare D si C

pentru functia incomplet definitd dati prin urmitorul tabel :

X1 Xy X3 Ay flx1, %2, X3y %) X Xy Xy Xy f(x1, %2, 23, xa)l‘
0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 . 1 0 0 1 0
0 0 1 0 it 1 0 1 0 0
0 0 1 | i 1 0 1 | 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 il 1 1 i 0 1 &
0 1 1 0 " 1 1 1 0 0
0 1 1 1 * 1 1 1 1 1

Netinind cont de numerele de stare indiferente, simbolurile
DI CSse Sseriut:

. X%, 2,
(%1, %a, %5, 24)=D] J2r88 10,13, 14, 12)
0 (0, 411, 12, 16)

Pl ) — 0 e =%
PR 0(0411121@)

(2,38, 5, 10, 13, 14, 17)
In cele doud reprezentari s-au specificat numai numerele de
stare aplicate in 1 si respectiv in 0 ; numerele indiferente fiind
cele necuprinse. Deoarece numerele de stare indiferente pot fi
aplicate atit in 1 cit si in 0, dacd numerele 1* §i 7* se aplicd in
1 iar numerele 6* si 15* se aplica in 0 rezultd simbolul :
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s X3 X ¥ X,
(%1, %4, x5, x4)=D}, (£, 3, 5,7%, 10, 13, 14, 17)

0:(0, 4, 6%, 11, 12, 15%, 16)
Intr-un mod similar se poate defini si simbolul C.
2.3.5. Reprezentarea FB prin scheme logice (logigrame)

Schema logicd (logigrama) este o reprezentare grafica a
FB obtinuta prin adoptarea unor semne conventionale pentru
operatiile logice. Logigrama indica in fapt topologia unui cir-
cuit logic care materializeazi o FB. Ca urmare, simbolurile
adoptate pentru operatiile logice constituie o reprezentare a cir-
cuitelor logice care materializeazd functiile logice elementare.
In tabelul 2.2 sint indicate cele mai utilizate semne grafice pentru
principalele functii elementare de doud argumente.

Tab.: 2.2
Denumirea funcliei Functia Repmz((;g;?gr::msir)nbOliCi
Negatia f=x Xo—O—ef Xo—F—mw=f
Conjunctia f=x122 :;:D_’f ;: :_——-D-f
| Disjunctia f=x10%, ::::D_’f i; :j_’f
Peirce (Webb) f=x1l%s :::D.f j((; j,’f
Sheffer f=x11% :;:D’“f ;;:l:)}—f
Suma modulo 2 f=x1® x5 i:::@_.f ;:; :j%f
Interdictie f=x1%3 )’Zj}-—f ;(: :‘—@_-f

Folosind aceste simboluri grafice expresiile algebrice ale F B pot
fi reprezentate sub forma de scheme logice.

Exemplu. Si se reprezinte prin logigrama functia f(x,, x,,
%g) = %1 B3 %5\ ) %% 25| | % XX % %5, Avind in vederel tabelul 2.2,
in fig. 2.3 este prezentatd logigrama functiei date. Schema logica
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indica si nivelele logice compuse din elemente fizice care ope-
reaza simultan. De cite ori este posibil, elementele aceluiasi

nivel logic se reprezintd pe aceeasi linie.

£ 52

r

|
i
t
|
I
1
t
|

=

Fig.

S
23

2.3.6. Rzprezentarea F3 prin diagrame in timp

Diagrama ia timp reprezinta grafic o B prin forma semna-
lelor corespunzitoare argumentelor si functiei. Cifrele binare 0
si 1 se ataseaza semnalelor de nivel coborit si respectiv ridicat,
astfel ca si existe o diferentiere netd a acestora. Reprezentarea
prin diagrame in timp este deosebit de utild in studiul sistemelor
secventiale in a « aror evolutie intervine si timpul. De asemenea,

folosind aceastd reprezentare se
pot studia fenomenele tranzitorii
de comutare si fenomenele de
hazard datorate functiondrii ne-
ideale a elementelor care mate-
rializeazd variabile sau functii
booleene.

Exemplu. Si se reprezinte
prin diagrama in timp functia
f(%1, %2) =%, }%,, cunoscind evo-
lutia in timp a semnalelor ata-
sate argumentelor (fig. 2.4 a).
Avind in vedere tabelul de de-
finitie al functiei NUMAI in

a)

b)

X

1 1
0 0
| ‘ t
7.5 '
] : I 0
PRI R ASUFRSE
: i, i
R
t
Fig. 2.4.
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fig. 2.4b se da reprezentarea prin diagrami’ in timp a functiel
considerate, pentru evolutia dati a argumentelor.

2.4. Sisteme complete de functii

In capitolul 2.2 s-a aritat cum se pot forma FB prin super-
pozitia functiilor elementare. Problema formdrii I'B poate fi
privita si astfel : si se stabileascd un sistem de functii care sd
poata reprezenta orice I'B si in plus, daca acest sistem existd,
sd contind un numir cit mai mic de functii. Evident, problema
formarii /B pusd in acest mod are o mare importanta pentru
sinteza sistemelor logice.

Definmgie. Sistemul de functii booleene (fi, fs, ..., fr) se nu-
meste complet (bazd) in clasd R, daca orice functie ¢ apartinind
lui R poate fi reprezentatd prin superpozitia functiilor (fi, fa, ...
<o f)-

In calitate de clasi R se poate considera clasa tuturor FB
care depind de » argumente, Bj. Conform celor aratate in prima
parte a cap. 2 numadrul total al functiilor care depind de # argu-
mente este egal cu 2%, Deci, in clasa B} existd un sistem complet
compus din cele 2% functii ale acestei clase, dar acest sistem este
trivial. In paragraful 2.3.3 s-a stabilit ca orice FB poate fi re-
prezentata sub FCD sau FCC. Rezulti cd sistemul de functii
compus din conjunctie, disjunctie si negare constitue un sistem
complet de functii. Se pune problema daca sistemul complet de
functii (U, M. —) contine numadrul strict necesar pentru repre-
zentarea oricarei FB. Pentru ca un sistem complet sd fie minim
(bazd minimald) este necesar si satisfaci urmdtoarea definitie :

Un sistem complet de functii (f,, fa, ..., fi) este minim (bazd
mainimald) daca inlaturind oricare dintre functii apartinind sis-
temului acesta devine incomplet.

Completitudinea sistemului de functii (U, N, —) permite
demonstrarea completitudinii oricdrui alt sistem de functii arbi-
trar format. Pentru aceasta este suficient sa se arate ca functiile
sistemului ales pot reprezenta functiile sistemului (U, N, —).

Corespunzitor celor aratate mai sus, interes practic pre-
zinta demonstrarea urmatoarelor teoreme :

Teorema 2.4.1. Sistemul de functii format din conjun-tie
si negatie, (U, —), este un sistem complet in clasa Bj.
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Demonstratie. Pentru a demonstra completitudinea sis-
temului (U, —) este necesar si se demonstreze cd functia dis-
junctie poate fi reprezentata prin functiile conjunctie si negatie.
Considerind cazul general al unei functii SAU de » argumente,
se poate scrie :

(L - ) s st = e i, =
=2 (Bl ) B
Rezultd cd sistemul (U, —) este un sistem complet, orice FB
putind fi reprezentatd prin functiile conjunctie si negatie.
Teorema 2.4.2. Sistemul de functii format din disjunctie

si negatie este un sistem complet in clasa Bj.
Demonstratie. Se considera o functie S/ de » argumente :

il e i e, e = AR,

de unde rezulta ca functia conjunctie poate fi reprezentatd prin
functiile disjunctie si negatie.

Daca conform teoremelor 2.4.1 si 2.4.2 sistemele (N, —) si
(U, —) sint complete, in acelasi timp formeaza baze minimale
in raport cu sistemul (U, N. -)

Teorema 2.4.3. Functia lui Sheffer formeaza in clasa B}
un sistem complet.

Demonstratie. Se va demonstra ca functia Sheffer (4) poate
reprezenta sistemul complet (N, —). In adevir, pentru functia
negatie se poate scrie :

% =%UE= 17,
iar pentru functia conjunctie

xxx2=ﬁz=x1sz 1sz)T 2,1 %s).

Intrucit sistemul (N, —) este un sistem minim si functia NUMAI
formeazd un sistem complet si minimal.

Teorema 2.4.4. Functia lui Pierce formeazid in clasa B} un
sistem complet.

Demonstratie. Se va demonstra ca functia NICI poate rea-
liza prin superpozitie sistemul complet (U, —). Astfel, pentru
negatie se scrie :

F=x %= (2 N

33
3 — Circuite logice 210



iar pentru disjunctie
2 UXe= %, U%a= %} o= (¥} X)L (2] %3).

Deci si sistemul monofunctional format de functia lui Pierce
este un sistem minim in clasa B%.

Teoremele 2.4.3 si 2.4.4 sint deosebit de importante pentru
aplicarea practica la sinteza circuitelor logice, permitind folo-
sirea unui singur tip de circuit pentru materializarea oricdrei
functii booleene. In acest context devine importantd trecerea
de la FCD si FCC la forme cu functii Pierce sau Sheffer. Aceasta
trecere este cunoscutd si sub denumirea de smplementare.

2.4.1. Implementarea FCD si FCC cu functii Pierce si Sheffer

Prin analogie cu definirea functiilor elementare Pierce si
Sheffer pentru doud argumente, se vor defini «ceste functii pen-
tru # argumente folosind tabelul de adevir:

X1 Xy Xy e Fpy X Pierce Sheffer
0 0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 0 | 0 1
1 1 1 1 1 0 0

Conform acestui tabel, rezultd :

— functia Pierce de # argumente: P,=x,l%,] ... |4,=
=x,Ux5U ... U%, ;

— functla Sheffer de #» argumente: S,=x1x.1...1 %4,=
=X X2 oo N Xy

Pentru n=2 din tabelul de adevir se obtin functiile Pierce
si Sheffer de doud argumente, iar pentru n=1 ambele functii
se transformi in functia negatie: P,=S,=*%.

Exprimarea prin func’gii Pierce a unei FB se obtine consi-
derind FCC a acesteia si negind de doud ori termenii disjunctivi :

Pl %gusons xn)zrg(x‘;?ux‘}u Uxif—);f(](-%‘f‘uxz—fU Ux’:‘,n)
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Aplicind relatiile De Morgan si tinind cont de definirea functiei
Pierce de n argumente, se obtine :

(R28) s, Kt x,,)=Qx’1‘:x‘§' x§-=%(x771xg'=¢ o L),

unde prin ¢ s-a notat faptul ci se considerd numai #-uplele
0

pe care functia le aplicd in zero.

Concluzie. Pentru implementarea unei FB cu functii Pierce
se pleacd de la FCC si se inlocuiesc operatiile U si N cu operatia |.

Avind in vedere cele demonstrate mai sus se poate stabili
algoritmul implementarii oricirei FB cu functii NICI plecind
de la tabelul de adevir sau de la diagrama Karnaugh.

Algoritmul 2.3. Implementarea unei FB de n argumente
cu functii NICI plecind de la tabelul de adevir se obtine astfel :

1. Se considerd m-uplele pe care functia le aplica in 0.

2. Fiecdrui n-uplu considerat ii corespunde un termen im-
plementat cu functii NICI. In acesti termeni fiecare argument
intra ca atare sau negat dupd cum in combinatia respectivd
are valoarea 0 sau respectiv 1.

3. Toti termenii obtinuti la pasul 2 se reunesc prin simbolul
functiei NICI.

4. Exceptie de la punctul 3 face situatia cind functia are
un singur #-uplu aplicat in 0. In acest caz termenul respectiv
se neagd. Explicatia rezultd din faptul ca x|x=%*.

Exemplu. Si se implementeze cu functii NICI functia datd
prin tabelul :

X1 X X3 S(#1, %2, 73) X1 Xz A3 f(x1, %2, %3)
0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 ) 0
0 1 0 1 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1 1 i

Conform algoritmului 2.3 se obtine imediat :
f(x10 %, xs)=(xxllexs)l(xllleks)l(kllelﬁa)-

Daca functia ar aplica in 0 numai combinatia (1, 0, 1) ar re-
zulta :

Fi(200 %500, =%, L 1 %5,
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Exprimarea prin functii Sheffer a unei B se obtine con-
siderind FCD si negind de doud ori termenii conjunctivi :

T xn)lej(;rf!.r;?... x‘;")zL)J(x‘l"x;'-' et

Aplicind relatiile De Morgan si tinind cont de relatia de definitie
a functiei Sheffer de » argumente rezulta :

(2222 [l b ,\',l)lej(.x"l"T.\‘;=T ) xiﬂ)zT(xﬁlT 5 Bl
unde prin 4 s-a notat faptul cd se considerd numai #n-uplele apli-
1

cate de functie in 1.

Concluzie. Pentru implementarea cu functii Sheffer a unei
FB se pleacd de la FCD in care se inlocuiesc simbolurile U si
M cu simbolul 1.

Avind in vedere (2.22) si algoritmul 2.2 se poate stabili
si In acest caz un algoritm pentru implementarea cu functii
NUMALI a unei FB plecind de la tabel de adevir sau diagrama
Karnaugh.

Algoritmul 2.4. Implementarea unei FB de n» argumente
cu functii NUMAI plecind de la tabelul de adevdr se obtine
astfel :

1. Se considerd toate n-uplele pe care functia le aplica in 1.

2. Fiecdrui #-uplu ii corespunde un termen implementat
cu functii NUMAI, in care fiecare variabild se ia ca atare sau
negatd dupa cum in combinatia consideratd are valoarea 1 sau
respectiv 0.

3. Termenii obtinuti la pasul 2 se reunesc prin simbolul
functiei NUMAI.

4. Exceptie de la punctul 3 face cazul cind functia aplicd
in 1 numai un #-uplu ; termenul implementat cu functii NUMAI
se neagd deoarece xTx %.

Exemplu. Si se implementeze cu functii NUMAI functia
de la exemplul precedent.

Considerind combinatiile valorilor argumentelor pe care func-
tia le aplicd in 1 si tinind cont de algoritmul 2.4, rezultd :

f(%1, X2, %5) =
T EAEN N ENEAEN I CA RN EN I CARAEMICAEA RN
Dacd insd functia ar aplica in 1 numai combinatia (0, 1, 0),
atunci: fi(%;, %., ¥3)=% T 1%,
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2.43. Alte sisteme complete de functii

Pentru realizarea sistemelor complete de functii s-au con-
siderat pind acum numai acele functii care necesitd minimum
doud argumente. De mare interes practic mai sint si alte functii
care necesitd insd minimum trei argumente, operatiile cu aceste
functii fiind ternare. Din aceasta categorie face parte functia
majoritard :

(2.23) Maj(o, Hay aevs Xn) =% F XA . 5%,

Functiile majoritare sint de un numdr impar de argumente.
Aceste functii se aplici in 1 numai atunci cind majoritatea
argumentelor au valoare 1. Negata functiei majoritare este func-
tia minoritara :

(2.24) Nan(ap oz , x,,):faj(,\'], i b, )

Functiile majoritard si minoritara elementare sint definite
prin tabelul urmdtor :

X1 ¥y ¥z |[Maj(xg, xs, x3)|Min(xy, ¥s, 23)| 21

=

-
=

@

rs [Maj(x1, 3, x3)|Min(xy, ¥a, ¥3)

I
|
|
|

(== o o]

-

L)
—_0 = O

<

O =t
—
—— SO
S - o
. ) -
p

Conform tabelului si definitiei, rezulta :
Maj(x,, 22, %3) = %, X,Ux, X5UX, X5 =

(2.25)
== (x1Ux2)(x1Ux3)(szx3)

si respectiv
Min(x,, %3, %3)=%%sU% %5 UXXs—
=(?—51U762)(?61U33)(-‘72U?_Ca)

Legat de aceste functii interes are urmatoarea :

Teoremd. Functia majoritara impreuna cu functiile nega-
tie si constanta 0 formeaza un sistem complet in clasa Bj.

(2.26)
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Demonstratie. Se va arita cd sistemul (Maj., —, 0) poate
reprezenta sistemul complet (U, N, —). In adevir: xx4,=

=Maj(x;, %2, 0)=2,%,Ux,00U%:0 ; x%,Ux,=Maj(x,, %5, 0) =
=(xluxa)(x1U1)(sz1).

2.5. Clase de functii booleene

Pentru rezolvarea unor probleme legate de aplicarea teoriei
F B la sinteza sistemelor logice este util a se vedea care sint prin-
cipalele clase de functii booleene.

2.5.1. Functii degenerate si functii nedegenerate

La definirea functiilor elementare de doud variabile s-a va-
zut cd din cele 2*=16 functii numai 10 depind de ambele argu-
mente, restul de 6 fiind ori functii constante ori functii care
depind de un singur argument.

Definitie. O functie booleani de » argumente f(X), X =
=(%,, X3, ..., ¥,) Se numeste nedegenerati daci pentru oricare
x(1=1, 2, ..., m) are loc relatia :

f(xl, AT e 0, X Fis snes xn)7éf(x1 Xayy vany Fi_1s 1: Xi+1s «oes xn)-

Dacad insd pentru un anumit argument (sau mai multe) are loc
identitatea :

il AR S0 M R = e e By, 1 T R

functia se numeste degeneratd sau vidd de argumentul x,, iar
acest argument (argumentele) se numeste argument fictiv al func-
tiei.

Numirul F B nedegenerate de » argumente se poate deter-
mina cu urmdtoarea relatie recurentd :

i=n—1

(2.27) N,=2"— Y, CiN,,
1=0

unde C§ sint combinatiile de #» argumente luate cite 7, iar N;—
numadrul functiilor nedegenerate de 7 <z argumente.

Exemplu. S se stabileascd numirul FB nedegenerate de
trei argumente. Deoarece pentru #=0 avem f(0)=0 si f(0)=1,
deci Ny=2 si folosind relatia (2.27), rezulta :

— pentru n=1, N;=2*—N, =2.
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— pentru #=2, N,=2¥—(CiN,+N,)=16—(2.2+2)=10.

— pentru #=3, N;= 2*—(CiN,+CiN,+N,) =256—(3.10 4+
+3.242) =218.

Din definitia functiilor degenerate si nedegenerate rezultd
cd pentru functiile degenerate argumentele fictive pot fi eli-
minate. Ca un corolar, la o FB pot fi addugate un numar oare-
care de argumente fictive fird ca aceasta sd se modifice.

2.5.2. Functii duale si autoduale

Principiul dualitdtii pentru latici se pdstreaza si in algebra
booleand, fiind necesar sd se schimbe in afara operatiilor U cu
N si 1 cu 0. Astfel, dualul lui 0%=1 iar dualul lui 1%=0.

Defimiie. Functia f%x,, x5, ..., x,) se numeste duala func-
tiei f(x,, %2, ..., %) dacid se obtine din aceasta prin aplicarea
principiului dualitatii.

Conform definitiei duala FCD este functia urmitoare :

HEi S v x,,)=LiJ(x§1x;_'2 wee 20%) (4, . x,,)=ﬂ](x§lu...Uxf,"),
iar pentru FCC :
AT Ry xn)=Q(x§Ux§U...Ux§ﬂ) —=f4xy, ..., xn)zg(xfle}...xz").

Lemd. Intre functia duali si functia negati ale unei FB
exista relatia :

(2.28) T2, e s B )= OB, B, )

Demonstratie. Este suficient si se verifice relatia pentru
una din formele functiei duale si una din formele functiei negate
ale formelor canonice ; celelalte forme sint echivalente. Astfel,
pentru FCD :

f(xl, e el e

S f(Fy, By, onny Bp) =

( A,ag Aﬂn) m(_xT;IUA/—‘;zU"'Ux_'f’;l) —
(x“xe“rU Uv“ﬂ) ) i PR ARG

_.:)C

Exemplu. S se stabileasca duala functiei f(x;, %3, %) =

=X,%,% 3%, X,43UX,%,% 5. Conform definitiei rezultd f%(x,, x,, x3) =
('1U9'52U97 )(x,U?czUx )(*,Ux,U%;). Folosind relatia (2. 28) se

obtine (%, %, xs) = (2,UxU%3) (X, Ux,UZ,) (5, UX,Uxs) — | FlE %
%g) = (%,U%sU%X,) (%, UX,Ux;) (X, Ux,U%;), care coincide cu f%



Definitie. Functia f(x,, x,, ..., x,) se numeste autoduald, dacd

ea coincide cu duala functiei, adicd are loc identitatea f(x,, x5, ...

, %) =f(%,, ..., %,). Conform definitiei, expresia unei functii auto-
duale este identica cu duala functiei considerate.

2.5.3. Functii cu prag

Defimtie. O FB de n argumente este denumitd functie cu
prag, dacd existd o multime de numere reale {w,, w,, ..., w,, P},
astfel incit :

I 1, daca 2 WX = P
1=1

i R 0 T N
] 0, daca ¥, wix; <P,

i)
unde x4(¢=1, 2, ..., ) sint variabile booleene.

Numerele w,, w,, ..., w, se numesc ponders, iar numirul P
se numeste pragul functiei. Simbolul X reprezinti o sumd arit-
metica in care w; se inmulteste aritmetic cu x,.

Exemplu. Si se stabileascid daci functia f(x;, %., %)=
= X3 X X3\ %1% X5\ )X 4245 este o functie cu prag pentru w,=0,75,
w,=0,5, wy=1si P=1, 5.

Conform deflnltlcl Lste necesar si se stabileased valorile
functiei si sd se compare L WXy = W1 X1 W%, +wyx, cu valoarea

1=1
lui P. Rezultatele calculelor sint trecute in tabelul urmitor :

Xy X2 X f(x1, x2, %3) Wy Xy + WaXp -+ Wg Xy
0 0 0 0 04+0+4+0=0<P=1,5

0 0 1 0 0+041=1<P

0 ] 0 0 020, 5=0,5<P

0 1 1 1 01205 I=1,0=F

1 0 0 0 0,754+ 04-0=0,75<P

1 0 1 1 0,0 +-0F1=1T5>P

1 1 0 | 0 0,7594+0,5-0=12=P
1 1 1 } 1 0,75+0,54+ 1=2,25>P

Deoarece se respectd relatiile de definitie pentru toate combina-
tiile posibile ale valorilor argumentelor, functia consideratd este
o functie cu prag pentru ponderile §i pragul dat.
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Desi nu toate FF B sint functii cu prag, aceste functii au mare
importantd practici deoarece pot reprezenta orice FB. Astfel,
sistemele complete monofunctionale NICI si NUMAI pot fi re-
prezentate prin functii cu prag. Afirmatia se va verifica pentru
functiile Pierce si Sheffer de doud argumente. Alegind w,=w,=
=—1 si P=—0,5, pentru functia Pierce este necesar ca :

e 1, dacd w,x,+w,x,> P
f(«\'p xz)lelxz:xluxz: K s T
0, dach @;%,-}10.%; <P

De asemenea, pastrind aceleasi valori pentru ponderi dar luind
P=—1,5, functia NUMAI devine o functie cu prag. Verificarea
celor afirmate se gaseste in tabelul urmator :

X1 Az a1l g (w21 +Waxa)_o,5 X1 X it vs | (Wi +wars) g4
0 0 1 0>-0,5 0 0 1 0==—1>
0 1 0 —1<—-0,5 0 1 1 —1>-15
1 0 0 —1<—0,5 1 0 1 —1>—1,5
1 0 —2<—0,5 1 1 0 =2<—'1,5

Ca un corolar al celor demonstrate mai sus este faptul ca
clasa functiilor cu prag formeazd un sistem complet in Bj.

Functia majoritard poate fi de asemenea reprezentatd prin
functii cu prag. Astfel, se poate verifica ugor ca Maj(x,, ¥, ..., %)
poate fi reprezentatd prin functia cu prag avind w,=w,= ...=
=w,=1 si P=(n+1)/2.

Din cele prezentate rezulta concluzia cd functiile cu prag
au o potentialitate siructurald mai mare decit sistemele complete
formate cu functiile NICI, NUMAI sau Maj.

2.5.4. Functii simetrice

Definitie. O functie booleand de » argumente se numeste
simeltricd daci rimine neschimbata la orice permutare a argu-
mentelor.

E xemplu. Functia suma modulo 2 este o functie simetricd.
In adevir f(x,, %3)= 2@ %= 2: %\ %1 K= %% U gx1.

De asemenea, functia Maj este o functie simetricd. Orice
permutare a argumentelor din tabelul de definitie (v. paragraful
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2.4.3) nu afecteazd valoarea acesteia ; toate tripletele de valori
ale argumentelor formate de doi de 1 si un 0 se aplicd in 1 indi-
ferent de pozitia pe care apar in tabel.

2.5.5. Functii monotone

Se considerd o FB de # argumente f(X), X=(%,, %3, ..., ¥s)
si doud n-uple oarecare Xl—(xl,xz, e n) 81 X, =(x3, %3, ..., %%).
Se va spune ci n-uplul X, este mai mare decit - uplul X dacd
1(n.tre1 tgnte co)mponentele acestor #-uple existd relatia x> x}

g==ll, 2 s B):

Exemplu. Fie X,=(1,0,1, 1), X,=(1, 0, 1,0) i X,=(0,1,1,1).

intre primele doui 4-uple existd relatia X,>X,, insi intre primul

si ultimul 4-uplu nu se poate face comparatle
Definifie. O functie booleand de »_argumente se numeste

monoton crescitoare daci sinumai daci X, < X, implicd f f( 1)<
f(X,,) respectiv monolon descrescdtoare dacd $i numai dacd
X, < X, implica f(X,) > f(X,). 3
Exemplu. Sa se stabileascd dacd functiile conjunctie si NICI
de doud argumente sint functii monotone.

Xy X f(x1, %2) =21 x9 fl#, 22)= %, | %3
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0
i 1 1 0

e —

Folosind tabelul de adevir se poate stabili usor monotonia
acestor functii. Comparind valorile functiei pentru diferitele
combinatii ale valorilor argumentelor rezulta cd functia conjunctie
este monoton crescitoare, iar functia NICI monoton descres-
catoare. Din exemplul considerat rezulta ca functiile monotone
se pot realiza usor.

2.5.6. Functii liniare

Definitie. Functia booleani f(x;, %,, ..., %) se numeste
lintard dacd se poate scrie sub forma :

f(xl. X35 ouns xn) =CoDC1%1D...DCu¥n,
unde ¢;={0,1}.
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Exemplu. Sa se arate ca functia echivalentd de doud argu-
mente este liniard. Din definirea acestei functii a rezultat :

f(#%1, %s) =%y~%3 =(%,Ux5) (%1 UXs) = 2,D %2

Dar, Z=x@®1=%.1Ux.0=%, astfel ci f(x,, x,) =1 xOx,=
=040, %1 Deaxs; UNde cy=Cs—cy=1:

3. Minimizarea functiilor booleene

In capitolul precedent s-a considerat problema reprezentirii
FB prin sisteme complete avind un numir minim de functii
elementare. Acest lucru vizeaza posibilitatea folosirii unui numér
cit mai redus de tipuri de circuite logice pentru materializarea
oricirei FB. In continuare se va prezenta sialt aspect al problemei
si anume cel care priveste utilizarea unui numar cit mai redus
de circuite standard. Din punct de vedere teoretic aceastda proble-
mi se reflectd in simplitatea functiilor booleene. In acest sens,
trebuie mentionat ca formele canonice ale B sint in general
neeconomice.

Exemplu. Se da urmdtoarea functie sub FCD: f(x,, x,, %5) =
=% %ok L)X 1% 1B U 2 X s % U 2 %l I, o %e. - ASociind ‘convenabil
termenii si aplicind apoi proprietatea de distributivitate, se
obtine :

f(xla Ko, Xs) =% 1% 2%, U% /] z( %\U% 5) U, ’vz( 3Uxa) =X1% %3 U 21(%, U
UZ,) =X 1% 22X,
Aplicind din nou proprietatea de distributibitate, rezultd :
f(x1, %2, %) =(x 1U%) (2,U% 0%,) =2,UX 3 %5, "

Cele doud forme mai simple obtinute din forma canonica sint
evident mai economice. Dintre ultimile doud forme, evident
ultima este cea mai simpld, avind numarul minim de argumente.
Din cele prezentate mai sus rezultd faptul cd obtinerea celei mai
simple forme a unei FB prin aplicarea proprietatilor algebrei
Boole depinde de experienta operatorului. Acest fapt a condus
la ciutarea unor metode sistematice pentru obtinerea expresiilor
minimale pentru reprezentarea functiilor booleene.

Problema simplificirii FB conduce la problema alegerii
sistemului complet si la problema reprezentérii cit mai economice
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in acest sistem. Pind in prezent rezultate esentiale s-au obtinut
numai pentru sistemul complet format din functiile conjunctie,
disjunctie si negatie. Pentru precizarea problemei minimizarii
FB se considera forma canonicd disjunctiva.

Definitie. Conjunctia af x% ... afx(k<<m), in care fiecare
variabild se intilneste numai o singura datd, se numeste Zermen
normal disjunctiv.

De finitie. Numarul literelor unui termen normal conjunctiv
se numeste rangul termenului normal.

Definitie. Disjunctia termenilor normal conjunctivi se
numeste formda normal disjunctiva (FND ).

Din definitiile date rezultd ca FCD a unei functii de n argu=
mente este forma la care toti termenii sint de rang #. Deci,
forma canonicd disjunctivd a unei B este forma normala cea
mai complexd.

Definitie. Forma normal disjunctivd care contine cel mai
mic numdr de litere x% in comparatie cu toate celelalte FND ale
unei functii date se numeste formd disjunctivd minima (FDM ).

Intr-un mod analog se pot face definiri similare daci se
pleacd de la forma canonici conjunctivi a unei FB. In continuare
se va trata problema minimizirii B plecind de la FCD, rezul-
tatele putindu-se extinde si pentru FCC.

Dupa cum s-a aratat in exemplul precedent, o posibilitate de
simplificare a unei B constd in aplicarea proprietatilor algebrei
Boole cu eliminarea succesivd a variabilelor fictive. Dar, acest
\procedeu prezintd dezavantajul ca nu se stie cu certitudine daca
s-a obtinut forma minima.

In continuare se va prezenta principiul unor metode siste-
matice de obtinere a expresiilor minime pentru FB si care uti-
lizeaza notiunea de implicant prim.

Defimitie. Se numesc implicanti primi ai unei functii booleene
de n argumente, termenii conjunctivi de forma g, =x"x% ... 2%
(k < m) care implicd functia respectiva fira a se mai putea
elimina vreo variabila. Din definitie rezultd cd implicantii primi
sint termeni de rang minim. De exemplu, dacd pentru o functie
de patru argumente f(x,;, %, x5, ¥,) au loc relatiile de implicatie :

X1 %q% g%y -*f(xl' X2, X3, -"4) F
X2 X s X0 [ (X1s %n, Xar X 1s

x27—53—’f(x]: X3, Xg, x4) s
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xz—/" f(xl.v xz, xs; x-i) >
53_/" f(xh Xa, X3, 34) ’

atunci x,x; este un implicant prim al functiei.

Implicantii primi ai unei F'B se obtin plecind de la FCD si
aplicind sistematic la cite doi termeni adiacenti identitatea
evidenta :

(3.1) AxUd%,=A

Aplicarea identitatii (3.1) necesita combinarea a cite doi termeni
canonici adiacenti, operatie denumita alipirea partiala sau com-
punere a vecinilor.

Exemplu. Sa se stabileascd implicantii primi pentru functia
S(%1, %, X3) =210% 3UX 1 X8 3UX X2 X5 UK 1 X 545
Folosind procedeul mai sus mentionat si aplicind (3.1), rezultd :
AR K e = N o Xia, Ty Lak gh Xy Kntta =% K. lermentl XX exy 0l
se poate alipi. Astfel implicantii primi ai functiei considerate
S ey Wit Sl

Implicantii primi ai unei B se bucurd de urmitoarele pro-
prietdti. Cind functia ia valoarea 0 toti implicantii primi iau
valoarea 0 iar cind functia ia valoarea 1 cel putin unul din impli-
cantii primi ia valoarea 1. Dacd unul din implicantii primi ia

Tab. 3.1.
Y1 Xg Xy XaXs X1 X9 XXX S¥1y X2, X3)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 il 1
0 1 0 1 0 0 1
0 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 i 0 | 1 0 |
| 1 1 1 0 1 0 1

valoarea 1 si functia ia valoarea 1.Folosind functia din exemplul
precedent se vor verifica proprietitile enumerate. In tabelul
3.1 sint trecute valorile functiei si ale implicantilor sdi primi
pentru toate combinatiile posibile ale valorilor argumentelor,
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Se observd ca atunci cind f=0 toti implicantii primi sint 0 iar
cind f=1 cel putin unul din implicantii primi are valoarea 1.
De asemenea, cind implicantii primi sint 1 i functiajare valoarea 1.

Este posibil ca in urma alipirilor partiale si aplicdrii rela-
tiei (3.1) sd se mai poatd aplica implicantilor rezultati si proprie-
tatea de absorbtie :

(32) AUAxi =4

De mare importantid pentru abordarea sjstematicd a mini-
mizirii FB este:

Teorema lui Quine. Daca in forma canonicd disjunctivd a
unei FB se fac toate operatiile de alipire partiald si apoi toate
operatiile de absorbtie, se obtine disjunctia implicantilor primi.

Demonstratie. Fie un sistem de implicanti primi ¢, ai unei
functii de #» argumente. Conform teoremei are loc relatia :

(33) f(xh KXoy ey xn) = Lk) P

Relatia (3.3) trebuie sd fie adevirata atit pentru f=0 cit si pentru
f=1. Atunci cind f=0, asa cum s-a ardtat mai sus, toti impli-
cantii primi ai functiei sint 0, deci si Ug,=0. Cind f=1, va exista
cel putin un implicant ¢@;=1, astfel cd intreaga disjunctie din
partea dreaptd a relatiei (3.3) va avea valoarea 1.

Relatia (3.3) este o forma normal disjunctivd a functiei si se
numeste forma disjunctivd prescurtatdi (FDP). Aceasta formd
nu este minimd deoarece in general existd implicanti primi care
implicd suplimentar functia. Dupd eliminarea implicantilor primi
redondanti (de prisos), rimin numai implicantii strict necesari
care sint denumiti implicanti esemtiali ai functiei. Disjunctia
implicantilor esentiali conduce la forma disjunctivdi minima.
Din cele prezentate rezultd cd minimizarea unei FB data sub
FCD comportd doud etape:

1) determinarea FDP prin cautarea implicantilor primi,

2) cdutarea reuniunii minimale care contine cel mai mic
numir de implicanti primi.

Pentru stabilirea reuniunii minimale se construleste tabelul
implicantilor primi, in care fiecare linie corespunde unui 1mphcant
prim, iar fiecare coloand unui termen canonic conjunctiv. Cores-
pondentele intre termenii canonici §i implicanti se marcheazi
la intersectia liniilor cu coloanele respective. Se retin numai acei
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implicanti primi necesari si acopere toate coloanele ; acestia
sint implicantii esentiali.

Exemplu. Si se stabileascd forma: disjunctivi minimd a
functiei  fxy, Xe. %5) =% 1% %5\ U% 5 s %2 U % 265103 % 4% 5120 2% 5 )
UX1X2%s.

1) Se cautd implicantii primi prin realizarea tuturor ope-
ratiilor de alipire partiald a termenilor canonici :

1% 2% UK (X303 =%, %5,

=1

XXX s UN X 0¥ 3 =X 5%,
%1% X5 U% 1 X2 X3 =X 1 X5,
X1 XaX3UX X X5 =%Xp%s,
X% X s UX 1 XX 3 =X, X 4,
R A e s e

Se continua cu alipirea termenilor normali de rang 2. Deoarece
in cazul de fatd intre acestia nu se pot face alipiri partiale rezultd
e

f(xl» X3, xs) =%,1%3\U% 2% s U 1 X3\ U X3 X5\ U % % s U %1 X

F* 2) Pentru stabilirea numarului minim de implicanti (aco-
perirea minimd) se construieste tabelul implicantilor primi :

Termeni canonici
Implicanti
primd _x-l ;z ;3 ;1 ;2 X3 :1‘_1 Y Xg xl—xz ;3 X xz—;;:a X1XoXy
% % v v
Xy % e e e e e vV
;1 X3 b s S \%
X3 X3 Vv V
%y 3 V— \%
1 ¥a M \
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Din tabel rezultd cd fiecare TCC este implicat de cite doi impli-
canti primi . Rezulta astfel doud grupuri de implicanti esentiali,
marcati diferit in tabel si deci doua forme disjunctive minime
pentru functia considerata :

fl(xp Xy, X3) =% 1% ,UX X5 UX ¥ g si a2y, %0, %g) =%, % U 145U %, %5,

Din exemplul considerat se poate desprinde concluzia cd,
in general, o functie booleand poate avea mai multe forme minime.

Metodologia de stabilire a formei disjunctive minime pre-
zentatd mai sus apartine lui Quine si-i poartid numele. In metoda
lui Quine este un neajuns determinat de necesitatea compararii
complete a perechilor de termeni in prima etapi. Cu cresterea
numadrului termenilor canonici care definesc FCD a functiei
considerate creste numidrul acestor comparari. Aceastd crestere
este caracterizati de o functie factoriali. Din acest motiv, la
un numir suficient de mare de mintermi folosirea metodei Ouine
devine greoaie. Mc Cluskey a fmbundtitit prima etapd a metodei
lui Quine prin transcrierea binari a termenilor canonici. In acest
mod se poate face o sistematizare a compardrii mintermilor gru-
pindu-i dupa numirul de biti 1. Astfel, in grupa i intrd toate
numerele corespunzitoare mintermilor care au in transcriere
binard i biti 1. Compararea perechilor se poate face numai intre
grupe vecine, deoarece numai aceste grupe diferd intre ele cu
un singur bit 1. La reprezentarea termenilor normali rezultati
prin eliminarea variabilelor, in locul acestor variabile se trece
o linie.

Exemplu. Si se minimizeze functia de patru argumente
Tl X%, Xps Xia) =% 1 X % g %00 VT Ko T X 5 56 o 260 LK 1% 0 Xa K L
UZ 1%:% 3% 4UZ 1 X2 %58 s UX 18585 X U X1 % 58 58 (U X1 X 28 3 Xa\U X1 X 2 X2 X0 U

WU 2,54,

Toti termenii canonici se scriu in cod binar dupd numdrul
de biti 13

— grupa zero: 0000

— grupa unu: 0001, 0010, 0100, 1000

— grupa doua: 0011, 0110, 1001

— grupa treia: 0111, 1011

— grupa patra: 1111,

Comparind grupele vecine se obtin termenii de rangul trei
urmdtori :
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— grupa zero : 000—, 00—0, —000

— grupa unu: 00—1, —001, 001—, 0—10, 100—

— grupa doua: 0—11, —011, 011—, 10—1

— grupa treia: —111, 1—11, '

Procedind in acelasi mod se obtin termeni de rangul doi:

—Sionupanzerosi00 === 0-—00— ¥ — —0

— grupa unu: —0—1, 0—1—

— grupa doua: — — 11.
Deoarece nu se mai pot realiza alte alipiri se trece la etapa a
doua, construind tabelul implicantilor prind :

0000 0001 0010 0011 0100 0110 0111 1000 1601 1011 1111
00-— — V V A% V
=00~ VA ¥ ey B Yi— =V
0——0 Veor == VeV ==V
—0—1 vV V
0.={l— V V Vv V \Y V
===kl Ve e e — — — — V——————— V==V

in tabel sint indicati implicantii esentiali care realizeazd
acoperirea minimala a functiei considerate. Rezulta astfel forma
disjunctiva minim3 :
J(x1, Xe, X3, %4) = X%, UK X, UX%,.

Completati in modul mentionat de cdtre Mc Cluskey
metoda de minimizare descrisd este cunoscuti ca metoda Quine-Mc
Cluskey. Minimizarea FB prin metoda Quine-Mc Cluskey nece-
sitd considerarea functiilor sub FCD. Problema poate fi tratata
si pentru FB date sub FCC, in care caz operatiile de alipire par-
tiald a termenilor disjunctivi sint urmate de aplicarea siste-
maticd a formelor duale pentru relatiile (3.1) si (3.2):

(3:4) (AUx;) (AUx;) =4 si respectiv A(AUx;) =4.

Etapa a doua, de ciutare a intersectiei minimale, se realizeaza
similar ca si pentru FCD, obtinindu-se in final forma conjunc-
tivda minima (FCM ).
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O altd modalitate de obtinere a FCM pentru o FB data
prin FCC constd in considerarea functiei negate :

(3.5) f(%1, %a ern, %) = N (U ... Unee) = N ( % .. %),

care se poate trata ca si FCD. Se obtine astfel forma disjunctiva
minima a functiei negate. Negind expresia obtinutd se revine
la forma conjunctivd, corespunzind formei conjunctive minime.

Metoda Quine-Mc Cluskey incepe si devind greu de manipulat
si pentru un numar redus de variabile (> 4) insd prezintd avan-
taje in sensul realizdrii unor algoritmi pentru calcul mecanic.
De asemenea, principiul metodei expuse poate fi transpus pe
diagrame Karnaugh, capdtind un caracter intuitiv si usurintd
in aplicarea pentru functii avind 6—7 argumente. Avind aceleasi
principii ca si metoda Quine-Mc Cluskey dar mai avantajoasd
decit aceasta pentru calcul manual, metoda simbolici va fi
prezentata de asemenea in detaliu.

In afara metodelor mentionate mai existd si alte metode de
minimizare a FB, cum ar fi metoda coeficientilor nedeterminats
|34/ sau metoda celui mai mare divizor comun [29[, dar sint mai
greu de manipulat chiar pentru un numar redus de variabile.

3.1. Minimizarea FB folosind diagramele Karnaugh

Spre deosebire de metoda Quine-Mc Cluskey, metoda dia-
gramelor Karnaugh este o melodd globald, in sensul ca ambele
etape din metoda Quine se efectueaza simultan. Conform celor
aratate in cap. 2, intr-o diagrama Karnaugh cimpurile cu unitéti
.corespund mintermilor unei FFB iar cimpurile cu zerouri cores-
pund maxtermilor functiei. Doi termeni canonici conjunctivi
plasati in cimpuri vecine se pot alipi, diagrama Karnaugh asi-
gurind adiacenta acestora. Din cele expuse mai sus rezultd ca
relatiile (3.1) si (3.2) se pot aplica in diagrama Karnaugh astfel :
grupind doud cimpuri cu unitdti adiacente se eliminid o variabild
(cea care-si schimba valoarea la trecerea de la un cimp la celd-
lalt) ; grupind patru cimpuri adiacente cu unitdti se elimind doua
variabile ; grupind opt cimpuri adiacente se elimind trei variabil,
s.a. Deci, pentru eliminarea unui numir cit mai mare de argu-
mente fictive trebuie si se grupeze un numir cit mai mare de
«<impuri adiacente. Un acelasi cimp (sau mai multe) poate inter-
veni In mai multe grupdri, dar pentru ca implicantii corespun-
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zatori reunirilor sa fie si esentiali este necesar ca fiecare grupare
sd aibd cel.putin un cimp propriu.

Exemplu. Si se minimizeze functia datd in FCD folosind
diagrama Karnaugh f(a,b,c,d) =abcdUabed U abedUabedy
U abed \J abed \J abed \J abed \J abed \J abed \J abed.

In fig. 3.1 este reprezentati diagrama Karnaugh corespun-
zdtoare. Reunind convenabil cimpurile cu unitati (cu linie plind)

rezulta _forma disjunctiva minima : f(a, b, c, d) =abcUacd Ubd\U
UadUabc. Existd uneori mai b
multe posibilititi de grupare a a

\ '
cimpurilor, rezultind mai multe ! X
forme minime. Astfel, pentru || 1 || 0 0 0
functia consideratd se poate face e
si reunirea marcatd cu linie in- rd 4+ ==t T <
treruptd, rezultind: f(a, b, ¢, d) = LARE A 47_ bt
abdUcd\Jad\JabcUbcd. Din punct \ {53
de vedere al formei minime am- o |1 - 7
bele expresii sint echivalente ] A
deoarece au, conform definitiei, e T g
acelasi numdr de litere. i 1:’:: :_1 ! 0 J

Avind in vedere relatiile (3.4)  |F=——

si algoritmul de trecere de la g0 ' !
reprezentarea tabelardi a FB la Fig. 3.1

reprezentarea algebrica (v. algo-

ritmul 2.2) se poate transpune in diagramd Karnaugh si mini-
mizarea functiilor date prin FCC. In acest caz se reunesc in dia-
grama Karnaugh cimpurile cu zerouri care sint adiacente, eli-
minindu-se variabilele care-si schimbd valoarea intre cimpuri.
Implicantii esentiali se obtin sub forma termenilor disjunctivi
minimali. In final se obtine forma conjunctivd minimi realizata
cu termeni minimali disjunctivi corespunzétori reunirilor cimpu-
rilor adiacente cu zerouri.

E xemplu. S3 se minimizeze prin metoda diagramei Karnaugh
functia datid prin FCC: f(x:, %., %35, %a) =(2,Ux:U%x,Ux,) (%,U
U;C.zuxsuxa) (E1szuxsu x4) (xl UZ%s U %4 Uf‘;)(fl U%X, U 2, UE4)-
(7—51 Uxs Uz U Ed) (xl U %, Uxs U 5?4) (xl U EzUEaUEJ (%Ufzu

Uisuk_:;) (’_51sz UZx, U—f:;)-

In fig. 3.2a este reprezentati diagrama Karnaugh pentru

functia consideratd. Reunind cimpurile adiacente cu zerouri se
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x X X
W% e %% o
Fig. 3.2

obtine urmdtoarea expresie conjunctiva minima : f(x,, x,, ¥3, x,) =
:(x1 Uxs U -V4) (21 Ux, U xa) (Ez U:’Zq) (T'; U A_’Al)-

Forma conjunctivd minima se poate obtine si dacad se con-
siderda negata FCC a functiei. Evident, forma conjunctivd cano-
nicd negata corespunde diagramei Karnaugh complementate
(0 se inlocuieste cu 1 si invers). Aplicind diagramei complemen-
tate metodologia corespunzitoare FCD se obtine expresia
minima pentru functia negatd. In fig. 3.2b este prezentata
diagrama Karnaugh complementatd pentru functia din exemplul
dat. Pentru acest caz rezulta :

F(%1, Xa, X3, %2) =% Fg%q U K18 5%5 U X224 U X4,
Negind expresia obtinutd rezulta

F (1, %o, 25, %0) = (2,.U 25U %) (%, U 22U %) (B, UR) (¥ UX).
3.1.1. Formele minime implementate cu functii NICI, NUMAI

Mare importanta practicd prezinta obtinerea formelor minime
ale F B direct implementate cu functii NICI sau NUMALI. Folosind
cele demonstrate in cazul implementarii formelor canonice cu
functii Pierce si Sheffer este posibila exprimarea formelor minime
cu functii NICI sau NUMAI direct din diagrama. Karnaugh.
Se pot enunta urmitoarele reguli:

1) Prin reunirea in diagrama Karnaugh a cimpurilor adiacen-
te cu zerouri se obtin paranteze cu functii NICI in care se iau
variabilele negate. Excepti: fac termenii care se reduc la o sin-
gurd variabila, cind aceasta se ia necomplementata.
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2) Prin reunirea cimpurilor adiacente cu unitati ale functiei
se obtin paranteze cu functii NUMAI in care variabilele se iau
ca atare. Exceptie fac termenii care se reduc la o singurd variabild
cind aceasta se ia negata.

Exemplu. Sa se stabileasca formele minime implementate
cu functii NICI si NUMAI pentru functia din exemplul precedent.

In fig. 3.3 este prezentati diagrama Karnaugh a functiei
cu reunirile cimpurilor adiacente care conduc la forma minima
implementata cu functii NICI (culinie plind) sau functii NUMAI
{(cu linie intreruptd). Avind in vedere regulile stabilite, rezulta :

F(xn 20, x5, %) = (2 L as L x0) L (B0 | %2 LX) L (%2 L %0) | (%5 L %0).
f(xl; Xa, X3, .”C,;) = (3‘71T X7 ?Ca)T (YIT %7 %37 xd)T ('\'ST X4).

3.1.2. Minimizarea functiilor incomplet definite

Minimizarea functiilor incomplet definite are mare importan-
tanta deoarece cea mai mare parte a comenzilor discrete contin
situatii de nedefinire. Luarea in consideratie a starilor de nede-
terminare, prin atribuirea de valori 0 sau 1 functiei, conduce in
general la forme minime mai economice decit in cazul neconsi-
deririi I-r. In diagrama Karnaugh minimizarea functiilor incom-
plet definite este avantajos de realizat deoarece permite asocie-
rea usoard a starilor nedefinite pentru eliminarea a cit mai

L b
"(
1 1 X? ¢
L ]
]
Ao T o] |ts [7 o | x |[7 1]
[ s | .
B st 0 [_0_ * |7 7| X
0 0 0 0 1 * 1 1
. S e Sadilagy
' 1 1 STl T 0 0 0 X
b mle = - = = == -
XX, t J dc
Fig. 3.3 Fig. 3.4
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multe variabile. In rest procedura de obtinere a formelor minime
este identicd cu a functiilor complet definite.

E xemplu. Sd se minimizeze functia de patru argumente data
prin diagrama Karnaugh din fig. 3.4. Stdrile nedefinite sint
notate cu asterisc.

In cazul cind se doreste obtinerea FDM si nu se tine cont de
situatiile de indiferentd, rezultd expresia :

fila, b, ¢, d)=acd \Ubed U acd U bed.

Dacd insa se adoptd pentru starile indiferente convenabil va-
loarea 1 se pot face reunirile din fig. 3.5a. In acest caz rezulti :

b b
—a ———
bt bbbt 4 I ik o ¢
* |1 | 1] o 0 | poofey lo
o gt e ki f N N
R T R B o 1 of] o | o]
dc a) dc b)
Fig: 3.5

fola, b, ¢, d)=bc\Ucd U acd,

care evident este mai simpld decit f,. Dacd se doreste obti-
nerea formei conjunctive minime se atribuie convenabil valoa-
rea 0 unor situatii de nedefinire. In acest caz se obtine diagra-
ma din fig. 3.5b si in final

fla,b,¢c,d)=(aud) (cud) (BUcUA).

Folosirea diferita a stédrilor indiferente in obtinerea formelor
minime disjunctivd i conjunctivd conduce la rezultate diferite.
Din acest motiv in cazul functiilor incomplet definite este bine
sa se minimizeze in ambele forme i sd se pdstreze forma cea
mai avantajoasa.
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3.2. Minimizarea FB prin metoda simbolica

Desi folosirea diagramelor Karnaugh prezinti avantajele
mentionate, pentru cazul functiilor cu mai mult de 8 argumente
nu mai prezintd siguranta in obtinerea formei minime.

Metoda simbolica [40/ foloseste reprezentarea functiilor prin
simbol de marcare (v. cap. 2), permitind minimizarea sigurd si a
FB de 10—12 argumente. Dupa cum s-a mai mentionat metoda
simbolicd este de tipul metodei Quine-Mc Cluskey ; diferd de
aceasta prin modul de stabilire a implicantilor primi §i prin
faptul ci este tot o metodd globali. In aceasti metodi stabilirea
implicantilor primi esentiali se realizeaza prin intermediul /zste-
lor de adiacente. Fiecdrei liste ii corespunde un implicant esential
pentru functia considerata.

Se considera o FB datd prin simbol de marcare D in care
numerele de stare sint ordonate in sens crescator. Primul numir de
stare va constitui capul primei liste de adiacente. Lista de adia-
cente se formeaza din numerele de stare adiacente cu capul de
lista. Numerele de stare fiind in cod octal, doud numere de stare
vor fi adiacente dacd diferd intre ele cu 1, 2, 4, 10, 20, 40,
100, 200,..., adica in binar diferd intre ele printr-un singur bit
1. Intocmirea primei liste de adiacente se realizeazi astfel :
se cautd numarul de stare adiacent cu capul de lista testind in
ordine crescatoare celelalte numere de stare cuprinse in simbolul
de marcare ; numdrul de stare care va corespunde uneia din
diferentele de adiacentd (1, 2, 4, 10,...) poate fi alipit cu capul
de listd. Prin alipirea celor doud numere de stare, care corespund
termenilor canonici conjunctivi, se va elimina acea variabild
care corespunde diferentei de adiacenta intre numerele de stare
considerate. Considerind cele doud numere de stare ca fiind
7, $in, iar diferenta de adiacenta dintre ele 4,, in lista de adiacente

a,
se simbolizeazd astfel: #, “n;. Pentru a se putea elimina doud
variabile trebuie si se gdseascd alte doud numere de stare adia-
cente cu numerele #, si #; prin altd diferenta de adiacentd d;. Fie

aceste numere 7, $i #,, lista de adiacente completindu-se astfel :
d

d
7y ; ;'L,,/-;Lmn,,. Intr-un mod similar se testeazi in ordine cresci-
toare toate numerele de stare cuprinse in simbolul de marcare, si-
milar reunirii cimpurilor de unitatiin diagrama Karnaugh. Pentru
a nu fi luat de mai multe ori in formarea listelor de adiacente,
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riecare numadr de stare adiacent cu capul de listd se bifeazd in
simbolul de marcare prin subliniere. Dacda cu capul de lista
nu se mai pot face alipiri, lista de adiacente stabilitd formeaza
primul implicant esential al functiei. Se considerd in continuare
primul numar de stare nebifat in simbolul de marcare ; acesta
va fi capul celei de a doua liste de adiacente, s.a. pind la cuprin-
derea tuturor numerelor de stare in liste de adiacente. Avind in
vedere corespondenta dintre simbolul de marcare D si FCD (v.
relatia 2.18) pentru fiecare lista de adiacente stabilitd se poate
explicita sub formi analiticd implicantii esentiali. Pentru aceasta
se scrie cite un simbol de marcare pentru fiecare listd realizati.
In locul in care erau scrise numerele de stare in simbol, se trece
valoarea in cod binar a capului de listd ; fiecare bit fiind trecut
in dreptul fiecdrui argument incepind cu bitul cel mai putin sem-
nificativ. Dispar din componenta implicantului acele argumente
care corespund diferentelor de adiacentd marcate in liste, deoarece
diferentele de adiacentd corespund rangului argumentelor. In
expresia algebrici a implicantilor esentiali argumentele intrda
ca atare sau negate, dupa cum corespund unui bit 1 sau 0 din
desfisurarea binard a capului de listd. Disjunctia implicantilor
obtinuti corespunde formei disjunctive minime.

Exemplu. Si se minimizeze prin metoda simbolica functia
data prin urmétorul simbol de marcare :

fla, b, ¢ d)= “b”fo,n 2,5,6,7,11,12,13, 15,17

-

Simbolul de marcare corespunde functiei reprezentata prin
diagrama Karnaugh din fig. 3.1.
Listele de adiacente corespunzitoare sint urmatoarele :

1 S0,

prima listd —0 71 —>Dgggé = abe

4 =

— lista, a 'dona —2 76 Dgg‘lg o

2 10
— lista a trela —5/7715 17 —+D¥*4d —pg

0101

— lista a patra —11/13/15 170 = Dbt — g

]001

— lista a cincea ——12/13 bl L —abc.
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Forma disjunctivd minimd: f(a, b, ¢, d) —abc\Uacd U bd U adU
U abc, identicd cu cea obtinutd prin diagrama Karnaugh.

Din exemplul considerat se observd cd unele numere de stare
se folosesc de mai multe ori in liste diferite, similar cu folosirea
unui cimp in mai multe asocieri in diagrama Karnaugh. De
asemenea, trebuie mentionat faptul cd dacd sondirile de adia-
cente in sens crescitor au epuizat numerele de stare, testarile
ce pot face si In sens descrescator.

Prin metoda simbolicd este posibild obtinerea si a formei
conjunctive minime, plecind de la simbolul C al functiei con-
siderate. In acest caz se intocmesc liste de adiacente cu numerele
de stare aplicate in 0 dar la explicitarea algebrica a implican-
tilor se complementeaza valoarea binara a capului de listd.
Acest fapt este justificat de relatia de definitie a simbolului C
in care numerele de stare se iau complementate (v. relatia 2.19).

Exemplu. Sa& se minimizeze prin metoda simbolica functia
reprezentatd prin diagramd Karnaugh in fig. 3.2a. Simbolul de
marcare C corespunzator este urmatorul :

fl%, Xgu Xes %) =C 2% 122 = — = = =
SOl <Bs sat VR SR oBes ), By T, 101, 13,7117

Rezultda urmitorii implicanti :

; ¥
—04 —CITTT = %1%s%,
4 10 3 . e
= 3T 11T >CUT00" = Xa%y
2 10 "
—5,/7/15 17 =CT0 0 = Xata
j |
=0 <ol —Co' T = x,%,%s.

TE final, forma conjunctivd minima f(x,, x,, x,, %) =(x,Uxs\U%4)
(X3U§4) (’?2U554) (EU%U%)-

3.2.1. Minimizarea functiilor incomplet definite

Cele aritate mai sus pentru minimizarea functiilor complet
definite se aplicd si pentru functiile incomplet definite. In plus,
la stabilirea listelor de adiacente se considera si numerele de stare
nedefinite pentru a elimina cit mai multe variabile. Numerele
de stare nedefinite nu se vor lua nici odata drept cap de listd.
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De asemenea, se cautd mai intii sd se cuprinda in liste numerele
de stare obligatorii din simbolul de marcare si apoi sa se folo-
seascd si numerele de stare indiferente.

Exemplu. S& se minimizeze prin metoda simbolica functia
incomplet definita data prin urmatorul simbol de marcare :

fla, b, ¢y d) =D

1 (3, 5,10, 13, 14, 15, 17)
0:(0,2 611, 16)

Simbolul de marcare considerat corespunde functiei reprezen-
tata prin diagrama Karnaugh din fig. 3.4.
Listele de adiacente si implicantii corespunzitori sint :

10 4
=3 4377417 e Dot — od
Yo ¥
— 5/15,/4*14 - D%l _ b
i olo1
L0 14 — D% _ acd.

Prin asterisc s-au notat numerele de stare indiferente care nu
apar in simbolul de marcare. Ca urmare rezultd forma disjunc-
tiva minimd : f(a, b, ¢, d) —=cdUbcUacd. Intr-un mod similar se
poate stabili FCM, considerind numerele de stare pe care functia
le aplica in 0.

Metoda simbolicid devine net avantajoasd pentru calcul ma-
nual in raport cu alte metode pentru functii cu un numdr
mare de argumente si mai ales in cazul functiilor incomplet
definite. Pentru a dovedi siguranta obtinerii formei minime se
va considera ca exemplu o functie incomplet definitd de 9 argu-
mente. ,

Exemplu. Si se minimizeze functia data prin simbol de mar-
care L

X — ¥ 1 %223 (X5% g¥ 7 X5 %o
1:(1,20,21,40,60,220,400,420)

0 : (0,11,50,100,102,110,111,140,142,160,250,300,304,320,340,344,3£0).
Functia consideratd a rezultat in cadrul sintezei unui automat
secvential.

Prin sondarea sistematica a adiacentelor se obtine prima
listd :
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20 2 4 40

—1/21,/3%23%  S¥25*TH2T*/41%61*.. —DESTH 0T8T =%,
100 T A7 —_—

T01*...
i

201%
301*
401*
501%
601%
701%

400

Daca nu s-ar fi considerat si numerele de stare indiferente, s-ar
fi eliminat numai o singurd variabild (x;), deoarece intre stdrile
obligatorii de 1 nu se mai pot realiza alipiri. Dupd realizarea
adiacentelor posibile cu numerele de stare obligatorii s-a inceput
sondarea pentru diferentele de adiacentd ramase: 1,2, 4, 10,
10, 40, 100, 200, 400. Deoarece in cazul de fati cu numerele
indiferente se pot realiza foarte multe adiacente, nu se scriu
toate acestea in listd pentru a nu o complica ; se verificd insd
ca sd nu fie vreunul in stirile de 0. Astfel, pentru diferenta de
adiacentd 40 s-au trecut numai primele doud numere din cele
8 adiacente cu primele 8. De asemenea, pentru a nu se extinde
prea mult lista, aceasta se poate dezvolta si pe verticald. $i in
acest caz, pentru simplitate, se indicd numai primele numere
de stare care formeaza adiacentd prin diferentele 100, 200 si
400. Procedind similar, se mai obtin urmitorii implicanti:

40 200 400 1
, —20./60,7220 260,420 460 .../ 21 61 .. »DyTEETTTE = x5
22
4
24
26
10
30

1 2 4 20
a0 —40/41/4243 /4445 . /60 61 ... — Dpputovunnn =3 1%,
240 v

400 ——

440
640
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1 2 10 20 40
—400,7401 /402 403,404 ... 410 ... /420 .../ 440 ..

00 X X X3XyX5XeX7X5Kg — A~
500 —Dp oodo'oschét')""’l'

600
700

Rezultd urmitoarea formd disjunctivi minimd : X(x,, x,, x4,
Koo s Kog) = s X LUK ol oS X o

3.3. Minimizarea FB date sub forma normala

Minimizarea FB prin metoda Quine-Mc Cluskey precum si
prin metodele globale rezultate din aceasta metodd impune
cunoasterea functiilor sub una din fcrmele canonice. Aceastd
necesitate este determinata de posibilitatea omiterii unor impli-
canti primi dacd se pleacd de la o formd normald a unei FB.
Rezultd cd in cazul FB date sub formd normaldi, minimizarea
lor este posibild dacd in prealabil sint aduse la una din formele
canonice. Acest lucru este posibil prin operatii de dezvoltare a
formelor normale in forme canonice. Astfel, pentru aducerea
FND a unei functii la FCD se tine cont de principiul tertului
exclus, introducind argumentele lipsa din termenii normali
(care sint in fapt arg umente fictive) prin termeni de forma
%,UX, =1. , Aplicind apoi proprietitile algebrei Boole se obtin
termenii canonici conjunctivi si deci si FCD.

Exemplu. Sa se dezvolte in forma canonica functia urma-
toare datda sub FND : f(a, b, ¢) =abUbc. Introducind variabilele
care lipsesc din fiecare termen normal, se obtine: f(a,b,c)=
—ab(cu)cu(aua) be =abeUabe) abeUabe.

ntr-un mod analog se poate dezvolta in forma canonicd
conjunctiva o IFB datd sub FNC. In acest caz argumentele lipsa
se introduc prin folosirea principiului’ contradictiei, conform
caruia Xk =0,

Dupa obtinerea formelor canonice minimizarea functiilor
ce realizeazi dupd una din metodele prezentate in paragrafele
anterioare.

Necesitatea reprezentarii B sub formd canonicd devine
un neajuns pe masura cresterii numarului argumentelor. Elimi-
narea volumului suplimentar de operatii implicat de aducerea
formelor normale sub forme canonice se poate face dacd se poate
construi forma prescurtatd plecind de la forma normald. Dupa
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cum au stabilit A. Black si P.S. Poretki acest lucru este posibil
si decurge din urmdtoarea lema.

Lemd. Dacd in FND a functiei f(x,, %3, ..., #,) intrd doud
conjunctii de forma Ax; si BX; atunci are loc identitatea

(3.6) P—P U AB,

unde P este FND a functie f.

Demonstratie. Pentru demonstrare este necesar a se aridta
cd relatia (3.6) este adevidratd pentru toate m-uplele de zerouri
si unitati ale argumentelor functiei. Se considera un #n-uplu
oarecare pentru care f(¥,, ¥,, ..., ¥,) =1. In virtutea echivalentei
intre f si P are loc identitatea f = 1UAB care decurge din
(3.6). Evident, egalitatea este adevarata, deoarece disjunctia
din partea dreaptd este egala cu 1. Considerind acum un
n-uplu oarecare pentru care f(%;, %,, ...,%,) =0, In baza relatiei
(3.6) se scrie 0=0UA B. Identitatea poate fi indeplinitd numai
cind 4 B=0. Astfel, trebuie aritat ca pentru n-uplele aplicate
in zero sint nule A4 sau B sau simultan si 4 si B. Conform lemei
forma normal disjunctivi P.are forma: P = SUA%;UB%;.
Deoarece pentru #n-uplul considerat P =0, atunci sint satisfa-
cute simultan trei egalititi: S=0, Ax;=0 si Bx¥;=0. Din ulti-
mele doua identitdti decurge cd ori 4 ori B, ori simultan 4 si B
sint zero deoarece «x; si ¥; nu pot fi simultan zero.

Din lema demonstrata decurge metodologia construirii
FDP. Pentru aceasta este necesard completarea FND cunoscutd
cu noi termeni conform relatiei (3.6). Dupd aceea trebuie reali-
zate operatiile de absorbtie si din nou repetata completarea
FND. Procesul se continud atit timp cit apar termeni conjunctivi
noi ; in momentul cind astfel de termeni noi nu mai apar s-a
obtinut FDP. Dupd obtinerea FDP se poate folosi metoda lui
Quine, incepind cu etapa a doua de cdutare a implicantilor
esentiali.

E xem plu. Si se stabileasca FD P pentru functia f(x,, xs, ¥5) =
=% %k X X3 U X X%, U% 1 %,% 5, datd sub forma normal disjunctiva.

Perechile de termeni care satisfac lema sint: (X %,, %,%.%;),
(X1%s, X1%9%,), (Faka, X1X2%5), (Xoky, X X%s), (X1XFs, T Xa%5).
Conform lemei se completeazi FND cu termeni de forma AB,
renuntind la ceicare devin zero:

| FND: |
S (%0, %2, %3) =%, %, U325 U X1 X285 U ¥ 1 ¥2X 3 U X X5 U XaXs.
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Dupéd simplificari rezulta :
S (%1, %9, %) = X X3 UX ¥ U X X5 U XX

In ultima expresie mai existd o singurd pereche care satisface
conditiile lemei (¥ ,%,, #.%3), dar prin care nu se mai obtine nimic
nou in expresia functiei. Rezulta cd expresia obtinutd este forma
disjunctiva prescurtatd a functiei.

Continuind cu etapa a doua din metoda lui Quine se obtine
urmdtoarea formd disjunctivd minima a functiei: f(x;, ¥s, %) =
=217 3% 03U % 5.

Foarte apropiatd de metoda Black-Poretki este wmefoda
consensurtlor, in care simplificarea se bazeaza nu pe alipirea
partiald a termenilor adiacenti ca in metoda Quine-Mc Cluskey
ci pe implicatia AB-—Ax,UB%;,. Implicatia mentionati se
numeste implicatia consensulus iar produsul logic A4 B-consensul
implicantilor Ax; si Bx,. Se poate remarca ca implicatia consen-
sului este o generalizare a relatiei 4 -Ax;UA%,. In adevir,
se poate verifica usor cd pentru 4 =B implicatia consensului
se reduce la relatia de echivalenta 4 =4 x,;UAX,. Folosind impli-
catia consensului Tison a realizat o metodad /29, 31/ de obtinere
a FDP plecind de la FND, asemandtcare metodei Black-Poretki.
Din cele prezentate mai sus rezulti ci metoda consensurilor
constituie o generalizare a metodei lui Quine.

3.4. Reprezentarea absolut minimala a FB

Pind acum s-a studiat problema minimizarii /¥ B prin cdutarea
unei astfel de reprezentari a functiilor pentru care numarul de
litere sd fie minim. Dar, adesea formele disjuc.ive sau conjunc-
tive minime nu dau expresii absolut minimale. Astfel, pentru
functia din exemplul precedent s-a obtinut FDM sub forma :
J(%1, %2, %3) =% %3 UXxsUxs%;. Dacd se scoate in factor %, se
obtine f(x; %s %) =%a(%:\U%s)\Uxa%,, . adica o expresie care
contine 5 litere in loc de 6 si conform definitiei este reprezen-
tarea minima. Apare astfel problema gdsirii reprezentdrii absolut
minimale prin realizarea de scoateri in factor in formele minimale.

D:finitie. O constituie oreprezentare absolut minimald pentru
functia f daca in sistemul complet (U, N, —) nu exista o repre-
zentare mai simpld decit O.

Problema stabilirii expresiei absolut minimale prin toate
scoaterile in factor in FDM a fost studiati de Abhyankar,
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Burthart si altii. In 1952 Burthart a ardtat ca existi o expresie
absolut minimala dar care nu poate fi obtinutd pe baza opera-
tiei de scoatere in factor in FDM. De asemenea, Abhyankar
a dat un algoritm al afldrii expresiei absolut minimale pentru
o FB datd, dar necesiti un numadr excesiv de operatii. Mai
practica este obtinerea reprezentdrii celei mai simple prin scoate-
rea in factor in formele minime obtinute in sistemul complet
U.n, —).



Partea i

CIRCUITE LOGICE

Circuitele logice constituie modelul fizic al functiilor logice
bivalente. Orice element fizic, organ sau sistem care in functio-
narea sa poate avea doua stari distincte sub actiunea unei comenzi
exterioare este capabil, in principiu, sd materializeze variabile
sau functii booleene. In functionarea lor, elementele capabile
de o functionare binard pot implica interventia unor fenomene
de naturi diferite : mecanice, electrice, magnetice, electronice,
pneumatice, criogenice etc.

Elementele fizice care stau la baza realizarii circuitelor
logice se pot impirti in doua categorii :

— eclemente dinamice sau cu piese in miscare,

— elemente statice sau fara piese in miscare.

Prima categorie este definita in special de contactele releelor
electromagnetice, dar se mai pot aminti si alte elemente cum ar
fi elementele pneumatice cu piese in miscare. Daca starii unui
contact (inchis sau deschis) sau obturdrii sau nu a unui orificiu
prin care circuld un fluid li se asociaza valorile binare 0 sau 1,
functionarea lor permite materializarea variabilelor si functiilor
binare. Deocarece prin functionarea elementelor dinamice se
conecteazd sau se deconecteaza un circuit, electric sau fluidic,
se spune cd aceste elemente realizeaza o logicd de comexiuns.

Elementele din a doua categorie, datoritd avantajelor pe
care le prezintd in raport cu primele, au capatat o utilizare
foarte mare in domeniul circuitelor logice. Din aceasta clasa
fac parte: dispozitivele electronice, elementele pneumatice
fara piese in miscare, materialele magnetice cu ciclu de histe-
rezis dreptunghiular, elemente care folosesc tchnica frigului
foarte inaintat (criotroane), elemente optoelectronice (optroni)
etc. Elementelor din aceastd categorie, care in functionare se
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bazeazd pe fenomene electrice, li se asociaza cifrele binare 0 §i 1
fie nivelelor de tensiune, fie semnalelor sub formd de impulsuri.
In cazul nivelelor de tensiune se atribuie conventional valoarea
0 unui nivel de tensiune in jurul valorii de zero volti iar valoarea
1 altui nivel in valoare absolutd distinct fati de primul. In cazul
semnalelor sub formd de impulsuri, absentei impulsului i se atri-
buie cifra 0, iar prezentei acestuia cifra 1. Elementele statice
care au ca agent de lucru un fluid i se asociazd valorile 0 si 1
nivelelor de presiune coboriti sau nuld si respectiv unor nivele
de presiune distincte de primele. Se spune cd elementele statice
cu actiune discreta functioneazd cu o logicd de nivele.

4. Circuite logice cu contacte de relee

Circuitele logice realizate cu contacte de relee au fost primele
tipuri si mult timp au fost singurele. Referitor la aceste circuite
s-a dezvoltat si o teorie matematicd puternicd la care cercetd-
torii roméni si-au adus o importantd contributie /24, 26/.

Desi prezinta multe dezavantaje in raport cu elementele
statice (piese in miscare, durata redusd de functionare, viteza
micd de comutare, gabarite mari, intretinere periodicd) aceste
elemente se utilizeazda inca suficient de mult datoritd unei serii
de avantaje (numar mare de contacte actionate simultan, robus-
tete la suprasarcini). Faptul cd diferiti constructori fac eforturi,
pe de o parte sd reducd dimensiunile, iar pe de alti parte si le
mareasca siguranta si longevitatea (relee miniaturizate cu con-
tacte fn wvid, tip ,trestie” cu eliminarea vibratiei contactelor
etc.) confirma utilizarea si in viitor a acestor elemente la reali-
zarea comenzilor de complexitate micd si*medie.

Cea mai utilizatd conventie de atagare a cifrelor binare 0
si 1 celor doua stari distincte a unor contacte de releu este urma-
toarea : cind infisurarca releului este alimentatd contactelor in-
chise 1i se atribuie cifra 1 iar celor deschise cifra 0 ; deci in stare
de repaus contactelor normal inchise (n.i.) cifra 0 iar contactelor
normal deschise (n.d) cifra 1. In fig. 4.1 sint prezentate circuitele
logice care materializeazd sistemul complet de functii SI, SAU,
NU, impreund cu reprezentirile simbolice mai mult utilizate.
In mod curent infisuririi releului i se ataseaza o literd mare iar
contactelor sale minusculele corespunzaroare.
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Evident, folosind circuitele prezentate se poate materializa
orice functie logicd, deci orice circuit logic in care nu intervine
timpul (combinational). Folosirea releelor temporizate sau pola-
rizate permite introducerea timpului in prelucrarea logicd, obti-

Circuit NU Circuit SI Circuit SAU

+£
L,

el

X
X2 ! S l %
Al l
y=)9)% y:x’sz
Simbol Simbol Simbol

LA Toly i AL e Bl
Fig. 4.1

nind astfel posibilitatea realizirii cu contacte si a circuitelor
secventiale.

Simplitatea deosebitd in realizarea circuitelor logice cu con-
tacte este impietati de un mare neajuns si anume cd nu sint
unidirvectionale, fapt ce permite realizarea unor legaturi false.
Se considerd, pentru exemplificare, circuitul cu contacte din
Fig. 4.2a. Acest circuit materializeazd functiile : V1= X1 %3 %5U
Uxs 1 ¥o=x12,\J¥,%,, folosind in comun contactele X1 Sl %a:
Dar datoritda bidirectionalitdtii in transmiterea informatiei calea

—x, realizeazd o legiturd falsi pentru y,. In cazul de fatd

*E sy € — X,
[9)
IRMCIE IS B ST,
e SRR % A
a) b)
Fig. 4.2
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neajunsul se poate elimina prin folosirea a doud contacte in
plus (x, si x,) sau prin utilizarea diodelor semiconductoare (fig.
4.2b). Deci, la realizarea comenzilor cu astfel de elemente sint
necesare precaufii pentru a evita legaturile false.

5. Circuite cu dispozitive semiconductoare

Posibilitatea dispozitivelor semiconductoare de a functiona
in regim de comutatie,cu doud stari stabile, le conferd acestora
proprietatea de element cu actiune discretd apt de a materializa
functii logice.

Dupid cum s-a mentionat, in cazul acestor elemente se folo-
seste logica de nivele : unui nivel de tensiune ridicat in valoarea
absolutda i se atribuie cifra binard 1 iar unui nivel coborit in
valoare absolutd cifra 0 (se poate aplica si conventia inversd).
Pentru a tine cont de imperfectiunile montajelor precum si de
variatia parametrilor celor doud nivele, se acordd tolerante acestor
nivele (fig. 5.1). Nivelul inalt mai este notat cu litera H (high)
si respectiv cel coborit cu L (low). De asemenea, se utilizeazd
notiunile de logicad pozitiva si
logicd megativd. In primul caz

cifra binard 1 sec ataseaza celui 7////////////1 1 "(H}

mai pozitiv nivel de tensiune, iar 7/ //l/////

in al doilea caz celui mai nega-
tiv nivel de tensiune. Cifra bi- zond
nari 0 se atageazi unui nivel (interzisa
pozitiv apropiat de zero volti 3
pentru logica pozitivd si unui = 77777/7// i )
nivel negativ apropiat de zero -ZZLLL LL LI

volti pentru logica negativa. Fig. 5.1

5.1. Circuite logice cu diode semiconductoare

Neliniaritatea caracteristicii volt-amperice (fig. 5.2) permite
diodelor semiconductoare o functionare discretd in regim de
comutare. Comutarea se realizeazd intre regiunea de conductie
directd A si de conductie inversi B. Desi asigurd parametri
mai buni, comutatia intre regiunile B si C nu se utilizeaza datoritd
pericolului strdpungerii jonctiunii in regiunea Zener (portiunea C).
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Fig. 5.2

5.1.1. Circuit elementar cu dioda semiconductoare

In fig. 5.3a este prezentati schema unui circuit elementar
cu diodd semiconductoare comandat de un generator de rezis-
tenta interna RK,. Semnalul de comanda e(f) se modificd in salt
(fig. 5.3b) intre doud nivele — unul ridicat E, si unul coborit

a) b) c}
Fig. 5.3
L ,. Polarizarea diodei se face prin rezistorul K de la sursa E a

carei valoare se poate afla, in general, intre nivelele de comanda
E, si E,. Daca circuitul are sarcina R, schema echivalentd este
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mai comoda pentru studiu (fig. 5.3. ¢). Conform teoremei gene-
ratorului echivalent

B _i_'jf si R'=R|R, =ﬂ_
R,+R R4-R,

Pentru inceput se considerd R, neglijabild, deci nivelele
E, si E, nu depind de sarcind.

Regimul stationar. In acest regim dioda poate fi polarizatd
direct sau invers. La o polarizare inversdi (#p<0) prin diodd
trece curentul invers I, care are doud componente : curentul
termic Ip, determinat de generarea termicd de purtatori si cu=
rentul de scdpari I, conditionat de rezistenta de scdpdri si care
depinde de valoarea tensiunii inverse. Curentul Ip, depinde de
temperaturd si se poate considera cd se dubleazd la o crestere
a temperaturii cu 10°C, iar I, practic nu depinde de temperatura.
La tensiuni inverse mici I, este neinsemnat pentru diodele cu
Ge $i 1= 1p,; la diodele cu S¢ de obicei Ip, este neglijabil si se
poate considera I;,,~I,. Dar, in general

IinvZIDo+Isl
sau daci se liniarizeazi -aracteristica inversi a diodei (v. fig. 5.2).
(5.1) AR iy

inv

I

unde R;,, este panta dreptei care aproximeazd caracteristica.

La o polarizare directd (uwp>0) prin diodd trece curentul
direct Ip. In acest caz dioda se poate echivala prin rezistenta
directd Rp care caracterizeazi panta medie a ramurii din ca-
dranul I.

Analiza functiondrii in regim stationar

In studiul comportirii circuitului elementar in regim statio-
nar intereseazd valorile semnalului la iesirea circuitului. Acestea
depind de nivelele semnalului de comanda, E, si E,, si de raportul
intre acestea si tensiunea de polarizare.

a) Sub actiunea semnalului E, dioda este in conductie. In
acest caz schema echivalentd este datd in fig. 5.4a. La iesire se
obtine nivelul coborit U,. Corespunzitor schemei echivalente
se pot scrie relatiile :

9



Fig. 5.4

{ E’=Dr2+R'I' sau { Lf2GD:E2GD+ID

E,=U,—Rypl, UG'=E'G'—I',
de unde:
e i e
Gp+G’ Rp R’
Inlocuind conductantele cu rezistentele corespunzitoare, rezulti :
Uz == R EZ + R/E =
D
< AR MR
R Rp +

Daci se tine cont de R,, atunci in (5.2) in loc de Rp se introduc
R, =Rp+R,. Dacdi R> Rp, din (5.2) rezulti U,~E,.

b) Sub actiunea semmnalului E,, in functie de valoarea sa
fatd de E’, sint posibile trei situatii distincte :

1) Dacd E,>E’ dioda este blocata. Avind in vedere relatia
(5.1) schema echivalentd a circuitului este cea din fig. 5.4b.
Notind semnalul la iesire cu U,, valoarea acestuia rezulta din
urmatoarele ecuatii:

U1=E1‘Rinv15
U =B~ RI
IinL':IDn _Is'

de unde:

(5.3) gy gl Bt ondt
— 41 1
R, + le) +
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In acest caz evident R,< R, (obisnuit R;,,>0,1—1 MQ). Dacid
R'< R, atunci
U,2E'+Ip,R'.

Deci, nivelul U, depinde de temperaturd prin Ip,. Pentru a nu
exista aceastd dependentd este necesar sa se asigure R'Ipymas<
<E’, unde Ip,mq, este valoarea componentei termice a curentului
invers la temperatura maximd de functionare. La indeplinirea
acestei conditii U,~E".

2) Cind E, <E’, dioda este in conductie si nivelul semnalului
la iesire se determind similar cazului a) :

U,= Es =1 ,E .
Ry +-1 & e
o R,
Deoarece in mod obisnuit Rp< R’ rezultd ca U,~E,. Dacd se ia
in considerare si R, se inlocuieste in relatia de mai sus Rp cu
Rp=Rp+R,.
3) Daca E,=E’ dioda este blocatd si curentul prin ea este
nul. Semnalul la iesire are valoarea U,=E,=E".

Din punct de vedere al regimului stationar, cea mai avan-
tajoasd situatie este ultima deoarece nu se solicitd curent de la
generatorul de comanda.

Regimul tranzitoriu. Acest regim are loc la comutarea cir-
cuitului dintr-o stare stationard in cealalti si este conditionat de :

— inertia diodei, caracterizatd prin: capacitatea jonctiunii
(Cy), constantele de timp de stocare (t,) si de blocare (t;,) care
determind duratele de stabilire a rezistentei directd si de resta-
bilire a rezistentei inverse ;

— capacitatea sarcinii, C; ;

— capacitatea montajului, C,,.

La actualele diode de comutatie influenta timpilor de sta-
bilire si restabilire a rezistentelor directa s§i inversa este micd,
valoarea acestora nedepdsind 0,1 psec.

Din acest motiv, la studiul regimului g
tranzitoriu se poate considera schema
echivalentd din fig. 5.5 unde C=C;+
+C;+Cam.

Daca la momentul #, se aplica
la intrarea circuitului din fig. 5.5 o
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treaptd de tensiune E,>E’' (fig.5.6a) de la un generator
ideal (R,=0) si se considerd ca dioda se blocheazd instantaneu,
semnalul la iesirea circuitului creste exponential cu constanta
de timp te,=C(R'|Rin)=CR". In decursul unui timp de cca.
3—4 constante de timp : ¢,~(3—4)CR’, procesul tranzitoriu se

Ee o A Ve
ElaT T o T e E,
E & o
TR, e U Gy BRI
Uut : ; u | }
t E+] RAE == = cr—mmd — =
RO b°u, . 1
I
| | k
I |
U, S U, L —
0 T Bo7itl el et ¢
a) b)
Fig. 5.6

stabilizeazd, la iesire obtinindu-se valoarea U,~E’'+Ip,R’. La
aplicarea in momentul #, a unei trepte negative, prin revenirea
semnalului de comanda la E,, capacitatea C se descarcd cu cons-
tanta de timp 7.=C(R’'|Rp)=CR;,. In decursul unui interval
de timp /.=(3—4)7., semnalul la iesire atinge nivelul U,~E,.

Daca la momentul #; circuitului comandat cu semnal E, 1
se aplica o treaptd de tensiune cu E,<E’ (fig. 5.6 b), in primul
moment dioda se blocheazd si condensatorul C se incarca.
Semnalul la iesire tinde exponential cdtre valoarea E’'+
+IpR’. Cind u(f) devine aproximativ egald cu E; dioda se
deschide si procesul tranzitoriu practic inceteazd, semnalul la
iesire fixindu-se la nivelul U,~E,. La aplicarea in momentul ¢,
a unei trepte negative procesul tranzitoriu decurge ca si in cazul
precedent cind dupd timpul ¢, U,=E,.

Din cele prezentate rezulta cd din punct de vedere al regi-
mului tranzitoriu cea mai avantajoasa situatie este cind E, <E’
deoarece conduce la micsorarea timpului de crestere Z., care este
predominant (evident Zc, >t.).
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5.1.2. Circuite logice cu diode semiconductoare cu mai multe intréri

Se considerd un circuit cu # intrari a cirui schemai este
prezentatd in fig. 5.7. In aceastd schemi s-au considerat direct
parametrii echivalenti ai circuitului de polarizare si sarcinii,
E’' si R'. Semnalele de intrare e¢; se modifici intre doud nivele :
unul coborit E; si unul ridicat E,. De asemenea, se mentioneaza

“E

!

ca E'>E,. Daca la toate intrarile se aplici semnale inalte E,
semnalul la iesire va fi inalt, U/;. Dacd insd la o singurd intrare
se aplicd semnal coborit E,, semnalul la iesire va fi de asemenea
coborit si apropiat de E, ; dioda in conductie va polariza invers
celelalte n-1 diode. Este evident ca la iesire se va obtine semnal
coborit si in cazurile in care nu numai la una ci la £>1 sau la
toate cele » intriri se aplicd semnale coborite E,.

Atasind semnalelor de intrare ¢; argumentele binare x; iar
semnalului de iesire # marimea binard y, din descrierea functio-
narii circuitului rezultd ca acesta materializeazi in logicd pozitiva
functia booleana SI de n argumente :

V=21 %5 ... K

Dacd s-ar accepta conventia inversd : valoarea 1 atasata
celui mai coborit semnal pozitiv, schema din fig. 5.7 ar materia-
liza functia SAU de » argumente.

Dacd se inverseazd diodele si sursa de polarizare va fi nega-
tivi, cu —E'<—E,, circuitul obtinut va realiza functia SI
in logicd negativd cind —E,< —E,. De asemenea, circuitul din
fig. 5.7 cu diodele inversate si cu sursa de polarizare negativa
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constituie un circuit SAU cu # intriri in logicd pozitivd (—E' <
<E,<E,). Ultima situatie se foloseste mult la realizarea cir-
cuitelor industriale cu alimentare de la surse duble.

Circuitul din fig. 5.7 poate functiona atit cu semnale sub
formd de nivele de tensiune cit si sub formi de impulsuri. in
ultimul caz, cind este denumit si circuit de coincidentd datorita
faptului cd la iesire se obtine semnal 1 numai la coincidenta im-
pulsurilor la intrare, devine esentiald luarea in considerare a
proceselor tranzitorii. Procesele tranzitorii determina si viteza
de actionare a schemei.

Analiza regimului stationar al circuitulus 3

Se considerd cazul cind circuitul din fig. 5.7 functioneaza
ca circuit S7 in logicd pozitiva. Se va analiza cazul general cind
la 2 <n intriri actioneazd semnale E, iar la r=n—k semnale
coborite E,. Evident, diodele din cele » ramuri vor fi deschise
polarizind invers diodele din celelalte 2 ramuri. Drept urmare
la iesire se va obtine un semnal coborit. Considerind diodele
blocate de pe cele & intrdri definite de curentul si rezistenta
inversda, se pot scrie urmitoarele ecuatii :

k UGinv 5 kElGinv L inm;
7UGD=7'E2GD+7'ID
UG'=E'G'—1I'.
undeGgm,= I/Rz',w GD—'_—'I/RD §i G’=1/R'.
Din sistemul de ecuatii rezultd :
E'+k = El—l-r—]l%--E2
(5.4) Uk, 7) = I
14k

7 PR
Rhw + RD

Daca se tine cont de rezistenta internd a generatoarelor de semnal
in (5.4) se inlocuieste Rp cu Rp,=Rp+R,.

Folosind relatia (5.4) se pot stabili nivelele semnalului la
iesire pentru diferite regimuri posibile. In functie de raportul
dintre E’ si E, sint posibile urmitoarele trei regimuri stationare :

a) Daca E,>E’, in cele mai importante cazuri se obtine:

1) cind toate diodele sint in conductie (k=0, r=mn)
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R’

E'+n‘1’€"Ea
U(O: n)=U2m1n= Rf,
40—
Ry
2) pentru o singuri diodi in conductie (k=n—1, r=1)
ol R’
E'4+(n—1) E1+EEZ
LT(H—I‘ 1)=U2max: in;e; Rf) l'
14+n—1) — + —
+( ) Rtrw + RD
3) cind toate diodele sint blocate (k=mn, r=0)
E'-{—née E,
Un0)= (U)o = ——t22 —
147 —

inv
Dacd R'> Rp(Rp) si nR'<R,,,, se obtine:
U(O; n)=Usmin=Es ; U(n—'l. 1)g Usnaz=L2;
U(n, 0)=(U,).=E".

b) Pentru cazul cind E, <E’ relatiile stabilite mai sus pen-
tru situatiile 1) si 2) se pastreazd insd pentru cazul 3) nu, deoarece
si in acest caz diodele sint deschise. Pentru ultima situatie se
obtine o relatie analoagid cu cea din cazul 1) inlocuind insd pe
EgcutEs:

Rl
E'4+n— E
Rp

Uln, 0)=(U,)s = -
14+n—

Rp
si care pentru R,(Rp) <R’ devine U(n, 0)=(U,), 2 E,;.

¢) In cazul cind E,=E’ rimin valabile relatiile din cazul
precedent intrucit pentru cazul 3) se obtine U(n, 0)=(U,).=
=E,=El'

Cunoscind nivelele la iesirea circuitului, se poate stabili
pentru fiecare caz in parte valoarea saltului la iesire, Uy,=U,—
—U,, parametru important in special pentru circuitul de coinci-
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dentd. Acest salt trebuie sd fie cit mai mare pentru a nu fi in-
fluentat de necoincidenta semnalelor la intrare. Valoarea saltului
la iesire in conditiile cele mai dezavantajoase (cind Uy=Uspmas)
este:

Ue=U(n 00—U(n—1,1).

Inlocuind expresiile semnalelor la iesire, se obtine :

’

E'—f—%—‘[\)—El E"l_ IR; E2+(n_l) R El
((T.be) H i'wl i = i3 i”‘:}
iy R R
1 1+ — +(n—1
+n inv + RD ( ) Rinv
si
’ Rl i
E’—}—nli Ei « E'+ — Ezt(n—1) E;
) PI) Rtm)
(Uge)byb‘= R, = R’ R’
140 — 1+_+(n—1)
RD D inv

Dacd se pastreaza constant E, si se modifica E’, pentru Ry,,>
> Rp se poate verifica usor cd (Usy)o=/1(E')r<g, este monoton
crescitoare iar (Ug)y=fs(E')e ~x, este monoton descrescitoare.
Pentru E’'=E, ambele functii sint egale si ca urmare in regimul
c) la iesire se obtine semnalul maxim. Pentru acest regim rezultd :

Rl RI
o By ITEz‘f‘(n—l) E,
D D Rinv
(Usc)cz(Use)maz= R’ i R’ R’
1+n 14+ — n—1
+ Rl) + RD +( ) inv
sau dupd operatii simple
Uvsi

(5-5) Use mazx —

Heprs

R,
14+ — 4+ (n—1
R’ ( ) inv
unde U, =E,—E, este saltul la intrare.
Relatia (5.5) permite evaluarea numarului maxim de intrari
ale circuitului astfel ca acesta si nu influenteze valoarea sal-
tului la iesire :
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R R
2 <1, de unde #,,.< —2=

inv D

(n—1)

Curentii absorbiti de la sursa de polarizare si de la genera-
toarele de comandad sint de asemenea parametri care intereseaza
in calculul acestor circuite. Curentul minim care trece prin R’
este atunci cind tensiunea la iesire are valoarea U, :

- E'—U i R, o
Imm-E:_l— sau Imin.Ezlmm,ER_{_R‘: R P
Curentul maxim solicitat de la sursa E va fi atunci cind U= U s :

E’_ U min
Imaz. = R A .

R

Solicitarea maximi a generatoarelor de comanda este atunci
cind numai o singurd intrare este actionati cu semnal coborit,
deci pentru o singurd dioda deschisi — U(n—1, 1). De la gene-
ratorul care comanda intrarea respectivd se absoarbe un curent
egal cu suma curentilor care circuld prin R’ si prin celelalte
(n—1) diode blocate :

E”_ lfzmaz
R

Curentul I;,y..mar pentru diodd este pentru tensiunea inversa
maximd E,— Ugpq, $i pentru temperatura maxima de lucru.

+(ﬂ— I)Iim;.maz-

Ivmaz:

Analiza vegimului tranzitoriu

Regimul tranzitoriu este similar celui prezentat pentru cir-
cuitul elementar. Se consideri de asemenea cd rezistentele di-
recti si inversi ale diodelor se stabilesc instantaneu. In acest
caz procesele tranzitorii sint influentate de capacititile jonc-
tiunilor diodelor, sarcinii $i montajului si se iau in considerare
printr-o capacitate totald C la iesire (fig. 3.7).

Se considerd initial ca la toate intririle circuitului actioneaza
semnale ridicate E,>E’, astfel cd la iesirea circuitului SI se
obtine semnal ridicat U,. Dacid la un moment dat la o intrare
se modificd semnalul in salt pind la nivelul coborit E,, semnalul
la iesire scade exponential pind la nivelul U,~E,. Dioda coman-
datd cu semnal 0 se va deschide si celelalte #—1 diode vor fi
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polarizate invers. Timpul de stabilire a nivelulyi 0 logic va fi

; R, 2

te=(3—4)CR,c;,, unde R,c,,=R'||RD|[——"”—1 ~Rp. Daci semna-
n_

lul la intrarea cu nivel E, revine din nou la valoarea E,, dioda

se va bloca §i tensiunea la iesire va creste exponential cu cons-

tanta de timp T'—'r=C(R'”&’

n
EE'—{—%IDOR Y

Dacid E, <E’, in momentul in care se atinge nivelul U,=E,
dioda se deschide si procesul tranzitoriu inceteazai.

Concluzii. Din studiul regimurilor stationar si tranzitoriu
se pot desprinde concluzii asupra situatiilor mai avantajoase
in functionarea circuitelor logice cu diode. Din cele aritate re-
zultd cd se pot utiliza trei regimuri — a), b) sau c), dar la alegerea
unuia din ele trebuie sa se tind cont de faptul ca pentru regimul
b) se obtine viteza maximi de functionare (regim tranzitoriu
minim), iar in regim c) se obtine semnal maxim la iesire.

), tinzind spre valoarea U,

5.1.3. Circuite logice cu diode semiconductoare cu mai multe etaje

Prin conectarea circuitelor logice de tip SI si SAU se pot
materializa functii logice complexe. In fig. 5.8 este prezentat
un circuit logic SI—SAU in doud nivele pentru semnale pozitive.
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Fig. 5.8
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Cele m intriri ale circuitului SAU sint comandate de citre
semnalele de iesire ale circuitelor SI din primul nivel logic.

Pentru ca la iesirea vy sd se obtind semnal ridicat (U,~E,)
este necesar ca cel putin la o intrare din cele m ale circuitului
SAU sda fie semnal ridicat E,. Deci, cel putin cind la unul din
cele m circuite SI la toate cele # intriri actioneaza semnale
inalte. Semnal coborit la iesirea circuitului se obtine cind la toate
intrarile circuitului SAU se aplici semnale coborite. Circuitul
realizeaza astfel functii de forma :

n
y=I i 2m) ilesi e iz L) I o Tina e Heinag) — u1 n Xise
=

Datoritd pierderilor care se produc in fiecare etaj, are loc
o diminuare puternicd a semnalelor (a treptelor) intre acestea.
Din acest motiv practic nu se utilizeazi circuite complexe cu
diode cu mai mult de doud nivele logice SI—SAU sau SAU—SI.

5.1.4. Proiectarea circuitelor logice cu diode

Proiectarea circuitelor logice urmireste obtinerea unui numar
cit mai mare de circuite similare comandate de la iesirea unicd
a circuitului considerat (numéir maxim de iesiri sau ,fan out")
peniru un anumit numair de intrari (,fan in“), realizind totodata
o functionare sigurd. Numdrul maxim de iesiri se realizeazad
urmarind obtinerea valorii maxime a curentului disponibil in
circuitul de iesire si a valorii minime a curentului de comanda
pe fiecare intrare. O functionare sigurd se obtine proiectind
circuitul pentru convergenta celor mai dezavantajoase conditii
din punctul de vedere al tolerantelor componente.or, surselorsi de
mediu ambiant.

Calculul circuitelor logice cu diode semiconductoare urma-
reste alegerea elementelor componente astfel incit pentru o
functionare corectda in situatia cea mai dezavantajoasa sa se
obtind laiesire un curent maxim, iarla intrare un curent minim.
In cadrul proiectirii acestor circuite se va neglija ciderea de
tensiune in sens direct pe diode si timpul finit de comutare al
acestora. Aproximarile facute introduc erori relativ mici, permi-
tind simplificarea proiectirii.

Calculul circuitulus. SI

In fig. 5.9 este prezentat un circuit SI in logici pozitivi,
comandat pe cele # intrdri cu semnale E,=0 si E;, deci Uy =
=E,2U,=U,. Valoarea curentului disponibil la iesire este
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+E determinat de  parametrii
schemei, fiind minim cind
iesirea este la nivel ridicat U ;:

><,-—41—-Ty o E-U,

R

t D Xz‘_i"— 1C
Usi t It f—] & Avind in vedere dispersia pa-
0 —5 z rametrilor elementelor sche-
X —q— £, oL mei si a sursei, imita infe-
F; rioara a curentului dispo-
1g. 5.9 prges o o %
nibil la iegire va fi:
(5.6) lu:(l—SE)E—Us
(14+3x)R

unde 3£ si 3, sint tolerantele pentru sursd si rezistoare.

Curentul de comanda in cazul cel mai dezavantajos, cind
una din intrdri este actionatd cu semnal coborit, iar celelalte
cu semnal ridicat U, este dat de relatia :

(57) Ix= (—IﬁE—)‘g—l_(n_l)Iinc;

(1—28xR)
in care # este numirul de intriri a circuitului, iar I,,, — cu-
rentul invers al diodelor la temperatura maximi de lucru si la
tensiunea inversa U,.

Pierderile in circuit pot fi evaluate prin raportul intre curentii
de intrare si de iesire ai schemei. Astfel, raportul 1,/I, constituie o
masura a pierderilor $i este de dorit sd fie cit mai mic. Din studiul
dependentei raportului /./I, in functie de E/U,, avind ca para-
metru [,,R[(E—U,) rezulti ca pierderile scad cu cresterea rapor-
tului E/U,. Dar, mairirea raportului peste valoarea 5 nu este
avantajoasd |7/ deoarece creste puterea disipata in rezistorul R.

Regimul tranzitoriu, dupd cum s-a vizut, este determinat
de capacitatea echivalentd C a punctului de iesire fatd de masa.
La comutarea semnalului de la 0 la U, se poate obtme un timp
de crestere impus, Z,, dacd se ca ‘culeazi valoarea lui R astfel
ca in regim tranzitoriu sd furnizeze un curent mediu I, suficient
pentru incdrcarea in timpul impus a capacititii C:

Nota. Prin subliniere sau supraliniere se va indica in continuare valoarea
minima sau maxima a parametrului considerat.
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A s
(5,8) I":C-‘IZ=C'(—]‘.
At ter

Din relatiile (5.6) si (5.8) se poate determina valoarea rezisto-
rului R, astfelica fy=I,:

H (1—8r)E—U,
(5.9) R= o AR
(14-85)

er

Timpul de cidere a semnalului, £, este determinat de generatoruy
de comandi cind diodele sint deschise. In acest caz generatoru]
trebuie sd asigure si curentul din regimul tranzitoriu necesar
realizdrii timpului de cddere impus:

(510) Iz.tat.z-[_z‘ihcg‘s-

c

In cazul cind circuitul are si o sarcind R, in locul lui E se
introduce valoarea echivalentd E’. Dupd stabilirea valorii rezisto-
rului R se determina si valoarea sursei.

Exemplul 1. Si se proiecteze un circuit SI cu 5 intriri (n=35)
in logicd pozitivi, capabil si furnizeze un semnal U,=5V pe o
sarcind capacitivi C=100 pF si avind Z,=1,2 psec si f.=1
usec. Circuitul trebuie si functioneze corect in domeniul de
temperatura cuprins intre 0 si 65°C. Tolerantele elementelor
circuitul vor fi 8z=90,r=5%:

1. Considerind satisfacdtor din punct de vedere al pierderilor
raportul “E[U,=4, rezulti E=20V.

2. Se alege dioda de comutatie 1N4009(1N 4154) cu Upp=
=25V >U yy=U,=5V i I;4,=100 nA(la Usy=25V §i Tome=
=150°C).

3. Din relatia (5.9) rezultd :

(1—0,05)20—5

100.10712.4
— (140,05
1521078 e )

R= =232 kQ

Se alege valoarea standardizata R=33 Q.
4. Cu relatia (5.7) se determind curentul necesar la intrare
in regim stationar :
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T.— %ig*g_z;%’ 1+4.100.109=0,67 mA,

iar cu relatia (5.10) curentul minim necesar de la generatorul de
comandd in timpul comutarii pentru realizarea unui f.=1 usec :

I, 101.—0,674100. 10-121511: =1,17 mA.

5. Curentul disponibil la iesirea circuitului se stabileste
cu relatia (5.6) :
{1 10.05140-5

(140,05)33

Rezulti astfel I,/I,—1,66.

E vemplul 2. Sa se proiecteze circuitul SI din exemplul pre-
cedent, avind si sarcina R,=100 2Q cu C,=50 pF.

In acest caz rezulti C,=C-+4C,=150 pF.

1. Considerind E’|U,;=4 rezulti E’'=20V.

—=0;404'mA.

Ly=

2. R= igf'_z—_L_?— =21,33 kQ. Se alege R—=22 kQ.
150.10712.5
S ra 51,05
1,2.107¢

3. Valoarea tensiunii sursei de alimentare :
{ R 22
BBl 20(1+ ) 24,4V,
\ RE) 100
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